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FOLGE 


Uber die Beweiskraft 

des Jenaer Michelsonversuches. II) 

Von Ludwig Baumgardt 


2 
Die Beziehung AZ = > 3 mit ihren optischen Vakuumwerten 


gibt die Streifenverschiebung numerisch in großer Annäherung an 
den von der Theorie geforderten Wert, generell aber ist die Ab- 
weichung erheblich. Wird dem Umstand, daß der Versuch in einem 
| materiellen Medium stattfindet, zunächst dadurch Rechnung ge- 
BI: tragen, daß lediglich die Verkleinerung der Lichtgeschwindigkeit in 
- Ansatz gebracht wird, welche das materielle Medium unabhängig 
vo von seinem Bewegungszustand bedingt, dann wird aus der Vakuum- 
„2 

beziehung AZ die Beziehung (4Z) = Em. Diese wiederum 
a ändert sich in noch höherem Grad, wenn auch der von der Theorie 
geforderte Einfluß der Bewegung (Fresnelsche Lichtmitführung) 

nc 

ae Die Abweichungen vom Idealwert 4Z miissen die Wirkung der 


hypothetischen Längenverkürzung durch Bewegung wesentlich be- 


1. 
ist 


N; einbezogen wird: [4Z] = > 


ae einflussen; denn der Lorentzsche Verkiirzungsfaktor 1 — 


auf das Vakuum gegriindet. 

In der ersten Mitteilung ist nur die Auswirkung der Licht- 
kg geschwindigkeitsverkleinerung durch das Brechungsvermégen des 
m Mediums behandelt: Die Lorentzhypothese selbst fordert eine rest- 
Be. liche Streifenverschiebung. Diese konnte in Jena trotz zureichender 
Fe Meßgenauigkeit nicht wahrgenommen werden. 

Er Hier wird der Einfluß des Zusammenwirkens des Lichtbrechungs- 
a vermögens, der Lichtmitführung und der Lorentzkontraktion auf die 
Be Höhe der Streifenverschiebung untersucht. 
Lichtstrahl parallel V, 

zu (Horizontalkomponente der Erdgeschwindigkeit) 

a Die Einbeziehung der Lichtmitführung fordert durchwegs ge- 

iD: sonderte Rechnung für den Hin- und Rückweg. Außer der Arm- 

1) Ludwig Baumgardt, Ann. d. Phys. [5] 21. S. 573. 1934/35. — 
Berichtigung: S. 573 unten lies c? stattc,. S. 574 unten lies 21-10? statt 21,10%. _ 

2) Die Herleitung folgt weiter unten, (11). mane 
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ruhlänge ! und dem (vorerst unbezifferten) Brechungskoeffizienten n 
erscheinen Lichtgeschwindigkeit c,, Lichtzeit t,, Lichtweglänge e,, 
Wellenlänge 4, und Wellenanzahl z, mit der Bezeichnung? , welche 
besagt, daß der Wert für den Hin- bzw. Rückweg gilt. Wo diese 
Bezeichnung fehlt, ist die Summe der Teilwerte hin und zurück 
gemeint. Es hat sich als zweckmäßig gezeigt, von einer Doppel- 
beziehung auszugehen. 


H H [ec n®—1 


(la) t= = 

-1) e(1 ==) 
(3) 8%) =e,]}. 


Die Theorie fordert demnach eine ausgezeichnete Linie im Raum, 
die Tangente an die Linie der resultierenden Erdbewegung: Die 
Länge eines dieser Linie (oder ihrer senkrechten Projektion) parallelen, 
in sich selbst reflektierten Lichtstrahles (oder Lichtstrahlstückes) ist 
unabhängig vom Brechungsindex des durchstrahlten Mediums; sie 
hat einen ausgezeichneten Wert, denjenigen, den sie im Vakuum 
haben würde). 


2 
1) Der strengere Wert ist 21/1+ am . Bei V,, = 270 km/sec bedeutet 

n? 

die Vernachlissigung des Eo. Gliedes eine Abweichung, deren Relativwert, 
a bezogen auf §* in Beziehung (3), in jedem materiellen Medium kleiner 
als 8,1-10~7 ist. 
2) Streng gilt diese Forderung nur für nicht dispergierende Medien; sonst 

kommt statt des Fresnelschen Mitführungskoeffizienten der Lorentzsche 
u u=1- a - 4 = in Betracht. Eine der obigen analoge Rechnung ergibt 


für die Lichtweglänge die Beziehung: e, d . Bis zu 


Fri 
beträchtlichen Brechungskoeffizienten hinauf ist durch Dispersion bedingte 
Abweichung vom ausgezeichneten Wert sehr gering. Für Wasser bei D 
fand Zeemann als u-Differenz Lorentz-Fresnel 0,013. Diese Ziffer ist 
hier mit n? zu multiplizieren, weil in der Lorentzschen u-Erweiterung n 
im Nenner, bei Gap aber im Zähler steht. Die Abweichung wird demnach: 
6 
> - 0,013 = 2,3°/, auf 3? bezogen. 
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Einer der stärksten Antriebe, denen Einstein!) bei seiner 
Abkehr von der Hypothese des ruhenden Bezugssystemes folgte, 
ging von der aus letzterer sich ergebenden Differentiierung von 
Richtungen im physikalischen Raum aus und — wegen des Erd.- 
umlaufes um die Sonne — von der Veränderlichkeit solcher heraus- 5 
gehobener Richtungen. Eine solche, nicht wohl tragbare Forderung Yu 
der Ruhsystemhypothese ist hier aufgezeigt. a 

Zur Ermittelung der geforderten Streifenverschiebung ist die oar 
ausgezeichnete Lichtweglinge nicht in Rechnung zu stellen, ihre 
beiden Teilstrecken kommen einzeln in Betracht. 

+ Va : 
R c R c 

Aus (2) [links] und (4) ergibt sich die Wellenanzahl 

R ı /R h 
n 


n (1 + . 
Durch Anfü — des hypothetischen Verkiirzungsfaktors wird 


| 


n? 


a Lichtstrahl senkrecht zu V, 

Die Wirkung der Lichtmitführung, welche hier den Strahl 
senkrecht zu seinem Verlauf angreift, besteht nach Fresnels, in der 
Absoluttheorie verankerten Hypothese in einem Vorwärtsschieben 
des Strahles um die Wegstrecke V,——— in der Zeiteinheit. Er 


n? 
bleibt für den mitbewegten Beobachter nicht mehr um die Strecke V, 


in 1 Sek. zurück, sondern um die Differenz > dieser beiden Strecken. 


Die Halbzeit ¢, ergibt sich jetzt aus er oe 
(7) 4? (<) a? + 4°, my 
(8) “4 of L= nt (1 + =) 
(9) t u C5 = 21 (1 + 2 


1) A. Einstein, Über die spezielle und die allgemeine Relativitätstheorie. 


Vieweg & Sohn, 1920. S. 10. ur a 


| 
> 
3 
x: 
= 
4 
I 
& 
| 
u 
79% 
| 
= 
Se 


108 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 23. 1935 end 


Die Streifenverschiebung bei Drehung um 90° wird aus (6) und (10) 


(11) [AZ] = 2(¢, — 2) = 24 #», 
aus (6a) und (10) Br 


(lla) z,) = Em- 


Lorentz 


Auch bei strengster Anwendung der Theorie und der Kontraktions- 
hypothese bleibt laut (11a) die Forderung einer Streifenverschiebung 
bestehen. Ihr Absolutwert ist generell kleiner als vorher; bei 
alleiniger Einrechnung der Lichtgeschwindigkeitsverringerung durch 


das Lichtbrechungsvermögen = fb? n(n? — 1) gegen jetzt, bei Ein- 


beziehung der Lichtmitführung = = atmosphirischer 


Luft behält die Streifenverschiebung wegen der Einflußlosigkeit des 
der Eins sehr nahen u den in der ersten Mitteilung er- 


haltenen Wert 0,001 16. 


Es verbleibt bei ra N des Jenaer Versuches. Er 
hat die Kontraktionshypothese, welche den negativen Ausgang des 
Michelsonversuches bei der erforderlichen Einbeziehung des Licht- 
brechungsvermögens und der Lichtmitführung laut (11a) auch dann 
nicht erklären könnte, wenn die Kontraktion infolge Bewegung 
reell wäre, als nutzlos erwiesen. Damit ist experimentell erneut 
eine Aussage zugunsten des Relativitätsprinzipes erbracht. 

Schon Beziehung (11) und (11a) zeigt jedoch, daß man es bei der 
Kontraktionshypothese nicht nur mit einem (vergeblichen) Erklärungs- 
versuch zu tun hat, daß vielmehr die Lorentzhypothese weit tiefer 
greift: Sie kehrt die Forderungen der Theorie, zu deren Stützung 
sie ersonnen ward, in ihr Gegenteil. Nach der Theorie sind Licht- 
strahl e, und Wellenanzahl z, größer als e, und z,, die Lorentz- 
hypothese fordert das Gegenteil und damit die umgekehrte Richtung 
der Streifenverschiebung [Vorzeichen in (11) und (11a). Die Theorie 
fordert das Höchstmaß bzw. das Mindestmaß der Streifenverschiebung 
beim kleinsten bzw. größten Brechungsindex (11), die Kontraktions- 
hypothese verlangt das Umgekehrte (lla). Darüber hinaus noch 


1) Die Lichtmitführung bedingt eine Verschiedenheit der Wellen- 


länge bei der Interferenz der beiden Wellenzüge: 4 senkrecht zu V, und 


2 
“ (1 -8 ‘| (laut (4)] parallel V,. Bei V,— 270 km/sec, n = 1,00029 ist 


der Relativunterschied 5,2-10—7. 
| 


n? — 
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führt die Hypothese zum Fallenlassen des Kernstückes der Absolut- 
theorie, auf welcher sie beruht, zur Aufgabe des Einflusses der Ge- 
schwindigkeit; damit fällt sie in sich selbst zusammen: 

Die Lichtwellenanzahl z, im Strahl parallel der Erdbewegung 


und die zugehörige Lichtzeit t, werden fürn = y2 


(n =)2) 9 
(fiir jedes optische Medium) 


= — 
lLorentz A Einstein 
(n =)2) 2 l 
ME t =-—=t ” ” ” ” 


1 Lorentz c 1 Einstein 


 erstere laut (6a), letztere, weil beide laut (1a) und (5) verknüpft sind 


is Danach soll in ausgezeichneten optischen Medien, durchstrahlt 

parallel der Erdbewegung, der Einfluß der Bewegung verschwinden, 

sollen Absoluttheorie und Relativititstheorie in bewegten aus- 
gezeichneten optischen Medien übereinstimmen. 

I Diese aus der allgemeinen Theorie des Michelsonversuches er- 

 haltene Aussage von der Unhaltbarkeit der Lorentzhypothese er- 

klärt und ergänzt die negativen Ergebnisse der optischen, elek- 

_ trischen und gravimetrischen Experimentaluntersuchungen zur Prü- 

_ fung dieser Hypothese von Rayleigh (1902), Brace (1904), Rankin 

und Trouton (1908) sowie Tomaschek (1932, 1933). Infolge obiger 

k Schlußaussage ist es nicht mehr nötig, mit einer die Erdumlauf- 

geschwindigkeit (30 km/sec) weit übersteigenden Erdgeschwindigkeit 

er zu rechnen (wie dies in der I. Mitteilung und hier geschehen ist); 

das negative Ergebnis des Michelsonversuches wird vielmehr schon 

bei Zugrundelegung der Erdumlaufgeschwindigkeit lediglich durch 


das spezielle Relativitätsprinzip vollkommen, dabei auch einfach, 


erklärt. 
I. Die Länge des Lichtweges (hin und zurück) parallel der Erd- 
bewegung in der Michelsonschen Versuchsanordnung ist von der 
optischen Dichte des durchstrahlten Mediums unabhängig, sie hat 
denjenigen Wert, den sie im Vakuum haben würde. Ausgezeichnete 
Richtung im Raum. [Forderung der Hypothesen: ruhendes Bezug- 


system, Fresnelsche Lichtmitführung). 


En II. Die Anzahl der Lichtwellen auf diesem Lichtweg, ebenso 
die zugehörige Lichtzeit ist in Medien von der optischen Dichte 


= n= Y2 unabhängig von der Erdgeschwindigkeit, sie hat denjenigen 
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Wert, den sie im „ruhenden“ Medium haben würde. Ausgezeichnete 
optische Medien. [Forderung der Absoluthypothesen ad I zusammen 
mit der Kontraktionshypothese, übereinstimmend mit der (allgemeinen) 
Forderung der speziellen Relativitätstheorie.] 


III. Die Streifenverschiebung (Richtung: entgegengesetzt der 
n?— 1 


bisher geforderten) ist dem Quotienten „_— proportional. [Forderung 


der Hypothesen ad II]. Beim Jenaer Versuch (n = 1,00029) konnte 
eine ausschließlich auf die Erdbewegung zurückführbare Streifen- 
verschiebung trotz zureichender Meßgenauigkeit nicht wahrgenommen 
werden. Übereinstimmung dieses experimentellen Ergebnisses mit 
der aus II. folgenden Aussage über die Unhaltbarkeit der Kon- 
traktionshypothese. 


Berlin, 2. April 1935. ia 
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Messungen der thermoelektrischen Kraft 
der Alkalimetalle im festen und flüssigen Zustand 
gegen Platin 


Von E. Heiber'\ 
(Mit 15 Figuren) 


Die bisherigen Messungen über die Thermokraft der Alkali- 
metalle haben, offenbar wegen der dabei auftretenden experimentellen 
Schwierigkeiten, zum großen Teil einander durchaus widersprechende 
Resultate ergeben. 

Während Barker?) fand, daß die Kurve der Thermokraft von 
Kalium und Natrium gegen Platin in Abhängigkeit von der Tempe- 
ratur streng linearen Verlauf zeigte, stellte Bernini?°) fest, daß sie 
für Natrium und Lithium einen parabolischen Verlauf hätte, so daß 
sie der Formel von Avenarius E=at+}bt? genügte. Beide 
Forscher stimmten aber darin überein, daß die Kurve der Thermo- 
kraft beim Übergang vom festen in den flüssigen Aggregatzustand 
keinerlei Abweichung von ihrer Richtung erführe. 

Im Gegensatz dazu konnte Bidwell‘) zeigen, daß bei allen 
fünf Alkalimetallen die differentielle Thermokraft dE/d T am Schmelz- 
punkt der Metalle sich unstetig ändert. Zu dem gleichen Resultat 
kamen Broniewski und Hackspill°) bei der Messung von Caesium 
und Rubidium, während sie bei Kalium und Natrium ein solches 
Verhalten nicht fanden. 

Bei allen diesen Arbeiten war die Reinheit der verwendeten 
Metalle, die ja bei thermoelektrischen Messungen eine ausschlag- 
gebende Rolle spielt, wohl nicht hoch genug und zum Teil auch die 
Genauigkeit der Messungen nicht groß genug, um einwandfreie Resul- 
tate zu gewährleisten. Deshalb schien es wünschenswert, die Thermo- 
kraft der Alkalimetalle Kalium, Natrium, Rubidium, Caesium und 
Lithium unter Verwendung von Materialien höchster Reinheit mit 
möglichst großer Genauigkeit zu messen und so zu versuchen, die 
erwähnten Diskrepanzen zu klären. 


1) Dissertation der Philosophischen Fakultät der Universität Greifswald. 
2) H.C, Barker, The Americ. Journ. of Se. 4. S. 24. 1907. 

3) A. Bernini, Nuovo Cimento 5. S. 15. 1908. 

4) C. C. Bidwell, Phys. Rev. 23, (2). S. 357. 1924. 

5) W. Broniewski u. L. Hackspill, Compt. rend. 153. S. 814, 1911. 
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Vor allem sollte dabei auch die stark umstrittene Frage nach 
dem Sprunge der differentiellen Thermokraft (d E/d T) beim Schmelz- 
punkt entschieden werden. 


Versuchsanordnung 


Das zu untersuchende Metall befand sich in einem U-förmig 
gebogenen Glasrohr V (Fig. 1), in dessen Enden je ein Platindraht Pt 
von 0,1 mm Durchmesser eingeschmolzen war. Die Platindrähte 

waren für alle Versuchs- 
rohre von demselben Stück 
i geschnitten, da sich zeigte, 
daß bei Benutzung anderer 
Platindrähte sich etwas ab- 
weichende Werte ergaben. 
Die beiden Schenkel des 
Versuchsrohres V tauchten 
in zwei Dewargefäße G, 
die mit Baumwollsamenöl 
Hu bzw. für tiefe Tempera- 
turen mit Methylalkohol 
gefüllt waren. Die Platin- 
Fig. 1. Meßanordnung drähte waren an Kupfer- 
drähte angelötet; die bei- 
den Lötstellen Platin—Kupfer befanden sich zur Vermeidung von 
Temperaturdifferenzen gemeinsam in einem Petroleumbad P. Die 
Temperaturen der Verbindungsstellen Alkalimetall—Platin wurden mit 
zwei in zehntel Grade geteilten und in der Physikalisch-Technischen 
Reichsanstalt geeichten Thermometern T gemessen, deren Kugeln so 
dicht wie möglich an der Einschmelzstelle der Platindrähte lagen. 
Für eine gleichmäßige Temperaturverteilung in den Dewargefäßen 
sorgten zwei Rührpropeller R. Durch gute Wärmeisolierung der 
Gefäße wurde erreicht, daß sich die Temperatur des Bades etwa 
5 Minuten lang auf etwa !/,, Grad konstant halten ließ. 


Die Erwärmung des Bades geschah durch elektrische Heiz- 


körper H, die auf dem Boden der Gefäße lagen; die Abkühlung er- = 


folgte mit Kohlensäureschnee, der durch eine entsprechende Öffnung 
des Deckels D eingeführt wurde. 


Die an die Platindrähte angelöteten Kupferdrähte waren über 
einen Quecksilberschalter und einen Stöpselrheostaten mit einem 
Spiegelgalvanometer verbunden mit einem inneren Widerstande von 
7 Ohm einer von 1,783. 10° ane. pro Skalen- 
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teil bei einem Skalenabstand von etwa 1!/, m. Sämtliche Leitungen | 
und Apparate waren auf Paraffinklötzen gelagert. er a 
Herstellung der Versuchsrohre re 


Besondere Sorgfalt wurde auf die Herstellung der Versuchs- 
rohre verwandt, insbesondere auf Reinheit und Entgasung der Metalle. 
Diese waren von Schering und Kahlbaum als reinst bezogen. Die 
Destillationsvorrichtung und das angeschmolzene Meßgefäß zeigt 
Fig. 2. Die Metalle wurden 
zunächst in Benzol vom Pe- 
troleum gereinigt, von ihrer 
äußeren Schicht befreit und in 
Stücke geschnitten, die durch 
das oben offene Rohr R, in 
den Kolben K, geworfen wur- 
den; darauf wurde das Rohr R, 
bei A zugeschmolzen. Durch 
das Rohr R, stand das Gefäß 
mit einer Vakuumapparatur, 
bestehend aus einer Kapsel- 
pumpe, einer rotierenden 
Quecksilberpumpe und einer 
Diffusionspumpe, in Verbin- 
dung. Das Vakuum während 
der Destillation lag zwischen 10~* bis 105 mm Quecksilber. Das 
Metall wurde aus dem Gefäß K, mittels eines elektrischen Ofens 
nacheinander in die Gefäße K,, K, und K, destilliert, zT. noch = 
in ein weiteres Gefäß destilliert. Nach der Destillation wurde der Ss 
betreffende Kolben an den Abschmelzstellen S,, S, baw. S, ab- 
geschmolzen. Das in K, befindliche Metall wurde dann bei einer 
Temperatur von etwa 150°C bei Natrium und von etwa 100° C 
bei Kalium in das Versuchsrohr gegossen, das darauf bei S, vom 
Vakuum abgeschmolzen wurde. Vor der Benutzung wurde das 
Destillationsgefäß gründlich gereinigt und im Vakuum ausgeheizt. 
Das Gefäß bestand für die Natriumdestillation aus „natriumbestän- 
digem Glas“ der Firma Osram‘); für die Destillation von Kalium 
erwies sich nach vielen Versuchen „Jenaer Geräteglas“ als geeigneter. 
Das Versuchsrohr für Kalium und Natrium hatte einen Innen- 
durchmesser von etwa 5 mm, das für Rubidium und Caesium von 


1) Für die Überlassung dieser Glasrohre spreche ich Herrn Professor Dr. 
Pirani meinen verbindlichsten Dank aus. 
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1 mm, das für Lithium von 2 mm; die Schenkellänge dieser Gefäße 
betrug 150, bzw. 70, bzw. 100 mm. 

Zur Destillation von Caesium und Rubidium, die in zu- 
geschmolzenen Glasröhren unter Öl gezogen wurden, wurde, um 
zu vermeiden, daß die Metalle mit Luft in Berührung kamen, eine 
etwas andere, in Fig. 3 dargestellte Anordnung benutzt. 

Nach Öffnung des Röhrchens wurden die Metalle in einem 
großen Ölgefäß bei einer Temperatur von etwa 50° C für Rubidium 

und von etwa 35° C für Cae- 

: sium in ein Reagenzglas G, 

das gerade in den Kolben K, 

paBte, umgegossen, dann das 
über dem Metall befindliche 
Öl bis auf eine dünne Schicht 
abgesaugt, die dann durch 
oftmaliges Auswaschen mit 
Benzin entfernt wurde, so dab 
sich jetzt im Reagenzglas G 
das Metall unter Benzin be- 
fand. Nunmehr wurde das 
Glas G in den Kolben K, ge- 
bracht und das Rohr R, bei A 
zugeschmolzen, wiihrend der 
Kolben wegen der hohen Ex- 
plosivitiit der Benzindämpfe 


mittels Kohlensäureschnee auf 


— 80° C gekühlt war. Jetzt 
wurde das Destillationsgefäß ans Vorvakuum angeschlossen, so daß 
das Benzin verdampfte, und dann das Gefäß ans Hochvakuum ge- 
kittet. Die Destillation geschah wie bei Kalium und Natrium. 
Sowohl das Destillationsgefäß wie auch das Reagenzglas @ bestand 
für Caesium und Rubidium aus Suprexglas der Firma Schott & Gen., 
was nach mehreren Versuchen als das geeignetste befunden wurde. 

Erhebliche Schwierigkeiten ergaben sich bei der Herstellung 
der Lithiumversuchsrohre. Lithium ließ sich in keiner Glassorte 
destillieren, nicht einmal einige Zeit im geschmolzenen Zustande in 
einem Glasgefäß halten, ohne sich chemisch mit dem Glas zu ver- 
binden. Auch Versuche, es in einem Eisen- oder Nickelgefäß zu 


destillieren, mußten wegen anderer auftretender Schwierigkeiten auf- = 
gegeben werden. Die nach vielen Versuchen benutzte Methode zur _ 


Herstellung der Versuchsrohre ist in Fig. 4 dargestellt. @ ist ein 
großes, mit Paraffinöl gefülltes Gefäß, in dem sich ein Lithium- 
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- Lithium ließ sich nun leicht 
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würfel von etwa 2 cm Kantenlänge befand. Um das Lithium am 
Boden zu halten, wurde ein Glastrichter T, dessen Stiel abgesprengt 
war, umgekehrt darübergestülp. Das Öl wurde nun mit einem 
elektrischen Heizkörper lang- 
sam auf 200° C erhitzt und 
das Versuchsrohr V, das vor- 
her mehrere Male mit Öl aus- 
gespült war, in die Öffnung 
des Trichters gesteckt und 
durch die noch feste Oxyd- 
schicht des Lithiums ins Innere 
des Würfels gestoßen. Das 


in das Versuchsrohr hinein- 
saugen, in dem zwei Platin- 
drihte Pt eingeschmolzen 
waren. Nachdem das Lithium im Rohr erkaltet war, wurden die 
überflüssigen Rohrteile bei A abgeschnitten. Das Versuchsrohr war 
für Lithium ebenfalls aus Suplexglas hergestellt. 


> - 


Messungen 


Bei allen Messungen wurde die eine Lötstelle auf 180°C _ 
konstant gehalten. Erwärmung und Abkühlung der anderen Lit- 
stelle wurde äußerst langsam vorgenommen. Beispielsweise geschah wa 
die Erwärmung von + 18°C auf + 110°C und die Abkühlung von 
+ 110°C auf + 18°C in einem Zeitraum von zwölf Stunden. 


1. Natrium-Platin 


Die für die Thermokraft E= f(T) für Natrium—Platin er- 
haltenen Werte sind in den Tabellen 1 und 2 zusammengestellt, 
und zwar gibt jeweils die erste Spalte die Temperatur der zweiten 
Lötstelle in Celsiusgraden, die zweite Spalte die bei dieser Tempe- 
ratur gemessene Thermokraft in Mikrovolt an. Tab. 1 enthält die 
Werte der Thermokraft eines Versuchsrohrs, Tab. 2 die Werte eines 
zweiten unter den gleichen Bedingungen hergestellten Versuchsrohrs. 
Zur Kontrolle wurde einige Tage später ein Teil der Messungen 
wiederholt, es zeigte sich, daß die Werte stets gut reproduzierbar 
waren. 

In Fig. 5 sind die Werte der Tabellen 1 und 2 graphisch dar- 
gestellt, und zwar ist auf der Abszisse die Temperatur der zweiten 
Lötstelle in Celsiusgraden (die erste wurde auf 18°C konstant ge- 
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Tabelle 1 


Natrium-Platin, Versuchsrohr 1 


| Ein uV 


+ 20 
+ 30,4 
+ 68,2 
+106,7 
+141,2 
+189,8 


Natrium-Platin, Versuchsrohr 2 


56,3 
67,5 
76,2 
37,3 
97,5 
+107,5 
+ 102,0 
95,0 


+++++ 

ay 


++++++++ 
” 


halten) aufgetragen und auf der Ordinate die Thermokraft E in 
Mikrovolt. Die MeBwerte des Versuchsrohrs 1 sind durch Kreuze, 
die des Versuchsrohrs 2 durch Punkte gekennzeichnet. Man sieht, daß 
die beiden Versuchsrohre gut übereinstimmende Meßwerte ergaben. 
Versuche an noch mehreren Versuchsrohren stimmten hiermit 
ebenfalls sehr gut überein. 


4 
T°C T°C EinwV 
Fer +17,8 + 29,8 - 439 
+10,2 + 41,5 
+ 51,2 | -1128 
= + 60,5 
mi —18,5 + 69,0 
830483 + 80,0 —2013 
89,8 + 90,7 
85 +274,3 + 100,0 -2594 
+317,5 + 109,0 —285,1 ? 
B45 +303,3 +104,6 
+256,7 + 92,0 —2344 
85,0 +216,2 + 85,0 —213,5 
— 23,8 + 166,8 + 74,0 — 179,7 
18,2 +122,3 + 66,0 —-1533 
+ 88,5 + 56,0 —1229 
18,8 + 13,5 + 37,0 | - 0 
18,0 — 54 
‘ 
T°C | E in pV | u E in uV 
+18,5 + 13 
+ 6,8 + 43,2 
- 42 + 88,5 
+129, 
+170,9 
+250,6 
87,7 
+190,5 
~19,0 | +145,2 
2 
+ 17 
+113 + 229 
- 27,7 
58,1 
46,2 | — 93,9 
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2. Kalium-Platin 


Die Messungen der Thermokraft Kalium gegen Platin der 
ersten Versuchsreihe sind in Tab. 3 zusammengestellt. use ki 


2 Tod n ja 
Tabelle 3 the 


Kalium-Platin, Versuchsrohr 1 


E in pV 


126,8 
216.9 
326,8 
428,3 
543,8 
622,7 
727,0 
839,7 
— 941,2 
—1059,5 
~1192,0 
—1113,1 
991,9 
873,5 
766,4 
659,4 
555,1 
470,6 
349,4 
276,1 
183,1 


23 
117 
‘as 
50) 
= 3 
+305 | = 
397 +205 
+ 79.5 =e + 256,4 
5.900 -15,5 + 366,3 
10055 — 24,0 
£10955 +5833 
+1200 ~ 46,1 
2 56,1 
+ 95,0 _ 29.2 + 634,0 = 
f. = 458 +10,3 + 73,2 
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Eine zweite Versuchsreihe an einem zweiten Versuchsrohr gab _ 
hiermit durchaus übereinstimmende Werte wie Fig. 6 zeigt, in der _ 
die Punkte beider Versuchsreihen, jede für sich kenntlich gemacht, 
eingetragen sind. 


Kalium - Platin 


” Z eee 
Schmelzpunkt 


¢ 


= 

a Wie Fig. 6 zeigt, besteht auch hier eine gute Ubereinstimmung a, 
Bi er der an den beiden verschiedenen Versuchsrohren gemessenen Werte. 


Tabelle 4 


Rubidium-Platin, Versuchsrohr 1 


T°C E in uV T°C 


+18,3 — 6,1 + 30,0 
+10,2 + 45,2 + 35,0 
+ 01 + 102,9 + 40,0 
— 10,0 + 164,6 + 50,0 
— 20,8 +226,3 + 59,5 
— 30,8 +288,1 + 70,1 
—41,1 +348,8 + 79,8 
— 50,0 +400,2 + 89,6 
— 60,5 +458,9 + 100,6 
— 54,6 + 420,8 + 95,0 
— 45,0 +367,3 + 84,8 
— 35,9 +312,8 + 76,2 
— 25,1 +250,0 + 64,6 
— 15,5 +193,4 + 56,0 
— 5,3 +131,7 + 44,4 
+ 5,1 + 71,0 + 37,0 
+14,0 + 18,5 + 28,5 
+17,8 + 1,0 + 23,8 
+ 22,0 — 24,6 + 19,5 


Pan 
| 
rol 
T°Cels. 
E in uV 
— 87,4 
-—1234 
-158,4 
—_ 
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‘ 4 
3. Rubidium-Platin 

Die Messungen in dem ersten Versuchsrohre sind in Tab. 4 

wiedergegeben; sie sind in Fig. 7 graphisch dargestellt und durch 


Volt 


Versuchsrohr J +++ 
” 2 eee 
Schmelzpunkt * 


tf) YO CO 10 8 


+ 
+ 
4 


Kreuze bezeichnet. In derselben Figur sind die Messungen an dem 
zweiten Versuchsrohr durch Punkte wiedergegeben. Beide Meßpunkte 
liegen auf derselben Kurve. 


4. Caesium-Platin 


Die Werte der Thermokraft des Elementes Caesium-Platin 
gibt für das erste Versuchsrohr die Tab. 5 wieder. 


Tabelle 5 


Caesium-Platin, Versuchsrohr 1 


Ein uV E in uV 


+17,5 ~ 2 —55,0 —272,5 +32,2 
+10,3 — 40,1 -45,2 — 250,1 +41,7 
+ 0,8 — 86,1 - 35,0 — 223,0 +50,3 
-10,1 -133,3 -25,5 — 192,3 +60,0 
— 20,3 -171,1 16,2 — 159,3 + 69,5 
—30,4 — 205,3 | +64,3 
— 40,0 — 234.8 + 5,5 — 68,4 +54,4 
51,0 — 260,7 +15,3 — 20,0 +44,4 


— 60,0 — 283,2 +20,1 + 68 +37,2 +175,8 


Die Messungen an diesem Versuchsrohr wie auch die an einem 
zweiten sind in Fig. 8 graphisch wiedergegeben, die ersteren durch 
Kreuze, die letzteren durch Punkte bezeichnet. Beide liegen gut 
auf einer Kurve. 


7 
= 
| | 4 
| 
| 
_ 
=== 
E in uV | 
+115,6 
+ 225,3 
+326,8 
+564,0 
+499,1 
+ 378,7 
+260,7 
| | | 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 23. 1935 


Versuchsrohr I ++ + 
eee 
Schmelzpunkt * 


5. Lithium-Platin 


en | der oben erwähnten Schwierigkeiten konnte das zur 
Messung benutzte Lithium nicht vorher im Vakuum _ destilliert 
werden, sondern mußte unter Öl in das Versuchsrohr hinein- 
gesaugt werden. Um nun festzustellen, ob nicht durch das Öl 
Verunreinigungen in das Metall kämen, die die Thermokraft be- 
einflussen könnten, wurden zunächst Kontrollversuche an Natrium 


Tabelle 6 


Lithium-Platin, Versuchsrohr 1 


E in uV 


+ 136,4 
+ 361,3 
+ 663,6 
+ 844,3 
+1002,9 
+1172,5 
+1364,2 
+1544,9 
+1445,3 
+1268,3 
+ 1106, 1 
925, 4 
+ 770,6 
+ 589,9 
+ 438,7 
+ 


+++++++ 


++ 
So 
SR 


254,4 
77,4 


or 


| 
4 
i= 
— 
‘ 
| 
| | 
| 
= 
| 
T°C | Ein uV | T°C | 
+ 82 — 184,3 26,5 
— 357,6 40,1 
— 796,4 77,8 
3,0 —1124,5 | 
9055 —1179,9 
—16,8 — 571,5 
— 265,4 
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vorgenommen. Ein Natriumversuchsrohr wurde unter denselben 
Bedingungen hergestellt wie später die Lithiumversuchsrohre und 
die Thermokraft Natrium—Platin damit gemessen. Die an den 
früheren an wiederholt destilliertem Natrium gemessenen Werte 
stimmten mit den hier an dem eingesaugten Natrium ge- 
messenen Werten sehr gut überein, beide liegen auf ein und der- 
selben Geraden, wodurch die Zulässigkeit der neuen Füllmethode 
erwiesen ist. 

Die an dem ersten so gefüllten Lithiumrohr gemessenen Werte 
der Thermokraft gibt die Tab. 6 wieder. 


£ | 
7500 


Lithivin-Platin 


Versuchsrohr 1 ++ + 


RES 


S 


Die Werte der Messungen an dem ersten und einem zweiten Ver- 
suchsrohr sind in Fig. 9 graphisch dargestellt; sie liegen recht genau 
auf ein und derselben Kurve, zeigen also eine gute Übereinstimmung 
untereinander. 


Vergleich der Thermokräfte der Alkalimetalle gegen Platin 


Zur besseren Übersicht sind die Kurven der Thermokraft der 
fünf Alkalimetalle auf demselben Maßstab in Fig. 10 noch einmal 
zusammengestellt. 

Die Richtung des Thermostromes wurde in der üblichen Weise 
so bestimmt, daß das betreffende Alkalimetall dann positiv gegen 
Platin genannt wurde, wenn an der kälteren Lötstelle der Strom 
vom Alkalimetall zum Platin floß. Fig. 10 zeigt, daß beim Lithium 
und Caesium der Thermostrom in der entgegengesetzten Richtung 

Annalen der Physik. 5. Folge. 23. 


PAR 
Br: 
: 
4 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 23. 1935 me ® 


fließt wie beim Rubidium, Natrium und Kalium, d.h. also, dag 
Lithium und Caesium positiv, dagegen Rubidium, Natrium und _ 
Kalium negativ thermoelektrisch gegen Platin sind, oder daBin der _ 


90 00 129 


* Schmelzpunkt des Meralles 


Fig. 10. Thermokraft von Lithium, Caesium, Rubidium, Natrium und Kalium 
gegen Platin 


thermoelektrischen Spannungsreihe Lithium und Caesium vor Platin, 
die anderen drei Metalle hinter Platin stehen. 

Die Schmelzpunkte der Metalle sind in der Zeichnung durch 
einen Pfeil (4) gekennzeichnet. Eie Kurven der Thermokraft E für 
Caesium und Rubidium haben beide unverkennbar einen scharfen 
Knick, d.h. die differentielle Thermokraft dE/4T erleidet daher an 
dieser Stelle eine sprunghafte Änderung. Weniger deutlich, aber 
doch noch gerade außerhalb der Fehlergrenze ist dies auch beim 
Kalium der Fall. Um dies besser hervorzuheben, ist in der Zeich- 
nung der geradlinige Verlauf der Kurve über den Schmelzpunkt 
hinaus gestrichelt angegeben. So sieht man, daß die tatsächlich 
gemessene Kurve vom Schmelzpunkt an von der gradlinigen ge- 
strichelten Kurve abweicht und später wieder in sie übergeht. Die 
Abweichung liegt offenbar außerhalb der Fehlergrenze, allerdings 
ist der Sprung der differentiellen Thermokraft dH/dT für Kalium 
nur sehr klein. Dagegen ist beim Natrium am Schmelzpunkt keine 
merkliche Abweichung von der geraden Linie zu bemerken. Be- 
trachtet man die beiden Kurven, die man aus den in den Tabellen 1 
und 2 angegebenen Werten konstruieren kann, einzeln, so könnte 
man vielleicht einen kleinen Knick am Schmelzpunkt entdecken. 
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Es ist wohl anzunehmen, daß auch beim Natrium ein Knick in der 
Kurve für die Thermokraft vorhanden ist, der aber so klein ist, 
daß er innerhalb der Fehlergrenze der Messungen liegt. 

Die Messungen der Thermokraft von Lithium gegen Platin 
werden nur bis zu 112° C wiedergegeben. Es zeigte sich nämlich, 
daß oberhalb dieser Temperatur das Lithium sich chemisch mit dem 
Glas verband, sodaß zunächst eine leichte, mit zunehmender Tem- 
peratur eine starke Verfärbung der Oberfläche stattfand, und eine 
einwandfreie Messung der Thermokraft nicht möglich war. Aus 
diesem Grunde wurden die oberhalb 112°C liegenden Meßwerte 
fortgelassen. Mit andern als den oben angeführten Versuchsröhren 
wurden auch beim Lithium Messungen bis zum Schmelzpunkt (180° C) 
und darüber hinaus unternommen. Es wurde jedesmal eine Änderung 
der Thermokraft am Schmelzpunkt gefunden, etwas größer als die 
beim Kalium. Allerdings waren die Werte nicht reproduzierbar, 
sie änderten sich bei jeder Wiederholung der Messung, je nachdem 
wie weit die erwähnte Reaktion mit dem Glas fortgeschritten war. 

Der Knickpunkt am Schmelzpunkt wird weiter unten noch 
näher behandelt. 


Vergleich mit früheren Messungen 


Außer einigen älteren Arbeiten'), die keinerlei zuverlässiges 
Zahlenmaterial auf Grund exakter Messungen enthalten, gibt es nur 
vier Arbeiten über die Thermoelektrizität der Alkalimetalle, deren 
Resultate im folgenden mit der vorliegenden Untersuchung verglichen 
werden sollen. 

Im Jahre 1907 bestimmte Barker?) die thermoelektrischen 
Kräfte von Kalium und Natrium gegen Platin mit einer Kompen- 
sationsmethode bei Temperaturdifferenzen zwischen 0 und 90° C, 
wobei er die eine Lötstelle auf 0° C konstant hielt. Die von ihm 
benutzten Metalle waren die im Handel käuflichen, über deren Rein- 
heit er nichts Näheres aussagen konnte. Die Metalle wurden unter 
flüssigem Paraffın geschmolzen und in U-förmig gebogene Röhren 
aus gewöhnlichem Glas gesaugt. In die Schenkel der Röhren waren 
Platindrähte eingeschmolzen, die zum Potentiometer führten. Die 
Herstellung der Temperaturdifferenzen geschah mittels Wasserbädern. 
Die mit dieser Methode erhaltenen Resultate sind in Fig. 11 wieder- 
gegeben. Die Kurven wurden aus den von Barker in Tabellen 
angeführten Messungen gezeichnet. Man sieht, daß die Kalium- 


1) Vgl. L. Matthiesen, Pogg. Ann. 103. S. 412. 1858; P.G. Tait, Proe. 

Edinb. Soc. S.350. 1873; A. Naccari u.M. Bellati, Nuovo Cimento, S.120. 1876. 
4 2) H.C. Barker, The Americ. Journ. of Se. 4. S. 24. 1907. 
9* 
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kurve vom Schmelzpunkt an von der gestrichelt gezeichneten ge- 
raden Linie ein wenig abweicht. Aus der exakten Lage der Meb- 
punkte auf der Kurve darf man wohl schließen, daß diese Abweichung 
bereits außerhalb der Fehlergrenze ist, die ein wenig größer ist als 
die bei den vorliegenden Messungen. Die Abweichung von der Ge- 
raden ist in beiden Fällen von der gleichen Größenordnung. Barker 
selbst gibt seine Kurve für Kalium als gerade Linie an, was sich 
wohl daraus erklären läßt, daß er die Möglichkeit einer Änderung 


Fig. 11. Thermokraft von Lithium und Natrium, auf Platin als Bezugsmetall 
umgerechnet, nach Bernini und von Natrium und Kalium gegen Platin 
nach Barker 


der Thermokraft am Schmelzpunkt gar nicht in Betracht zog; denn 
sonst hätte er sicher auch Natrium über den Schmelzpunkt hinaus 
gemessen. Die Kurve für Natrium ist eine Gerade, wie das ja auch 
in dem kleinen Temperaturintervall zwischen 0 und 84° C, also noch 
weit unterhalb des Schmelzpunktes, nicht anders zu erwarten ist. 
Die Form beider Kurven stimmt mit der der Kurven des Verfassers 
genau überein; das Temperaturintervall bei Barkers Messungen ist 
allerdings erheblich geringer. Hinsichtlich der Richtung der Kurven 
besteht ein unwesentlicher Unterschied gegen die vorliegenden Mes- 
sungen, der von einer Größenordnung ist, wie sie bereits kleine 
Verunreinigungen hervorrufen, die Barker selbst in seinen Metallen 
vermutete. Die von mir gemessenen, nur wenig abweichenden Kurven 
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Kurze Zeit später maß Bernini?) die Thermokräfte von Lithium 
und Natrium in einem Temperaturintervall von — 182 bis + 173° C 
mit einer Kompensationsmethode; er bezog seine Messungen auf 
Blei. Dies wurde früher sehr häufig als Bezugsmetall genommen 
wegen seines äußerst kleinen Thomsoneffektes, und weil es neben 
(Quecksilber die am besten reproduzierbaren Werte ergab, aber be- 
quemer als Quecksilber zu handhaben war. Heute wird meistens 
Platin verwandt, weil es den größten Temperaturbereich zuläßt und 
nach Bekanntwerden der neueren Reinigungsverfahren auch thermo- 
elektrisch eine sehr gute Gleichmäßigkeit zeigt. Das Ziel der Unter- 
suchung von Bernini war, die Gültigkeit der Formel von Avenarius 
 E=at-+ }bt? zu prüfen. 
"3 Die von Bernini verwandten Metalle wurden unter Vaselinöl 
geschmolzen und in eine Kapillare gesaugt; in das Natrium bzw. 
Lithium in der Röhre wurden Kupferdrähte gesteckt, an die Blei- 
driihte angelötet waren. Die Temperatur der einen Lötstelle wurde 
konstant auf 0°C gehalten. Die Ergebnisse Berninis wurden zum 
Zweck des Vergleichs mit den vorliegenden Messungen auf Platin 
als Bezugsmetall umgerechnet und sind ebenfalls in Fig. 11 dar- 
 gestell. Die Umrechnung von Blei auf Platin geschah nach den 
in den „Critical Tables“?2) angegebenen Formeln und Konstanten, 
die nach sorgfältiger Prüfung in der Originalliteratur genauer als 
die im Landolt-Börnstein angeführten erschienen. Qualitativ 
besteht eine recht gute Übereinstimmung mit den vorliegenden 
Messungen, sowohl beim Lithium wie beim Natrium. Quantitativ 
ist die Übereinstimmung nicht so gut, wie das auch nicht anders 
zu erwarten ist, denn erstens hat Bernini bei seinen Messungen 
eine ungewöhnlich große Fehlergrenze (bis zu + 90 Mikrovolt!), 
und zweitens wird naturgemäß durch die Umrechnung von Blei auf 
Platin als Bezugsmetall die Ungenauigkeit noch vergrößert. 
Bernini wollte durch seine Messungen vor allem feststellen, 
ob die schon von Naccari und Bellati*) aufgestellte Vermutung 
zuträfe, daß die Formel von Avenarius in der Nähe des Schmelz- 
_ punktes der Metalle versage, daß also die differentielle Thermokraft 
_dE/dT an dieser Stelle einen Sprung erleide. Er glaubte aus seinen 
Messungen folgern zu müssen, daß ein solcher Sprung nicht vor- 
_ handen sei, jene Formel also auch über den Schmelzpunkt hinweg 
a _ Gültigkeit habe. Leider maß er aber Lithium (augenscheinlich wegen 
a Schwierigkeiten) nicht bis zum Schmelzpunkt, und 


1) A. Bernini, Nuovo Cimento, 5. S. 15. 1908. An 
2) Critical Tables, Bd. VI, S. 214. 
3) A. Naccari u. M. Bellati, Nuovo Cimento, S | 120. 1876. gia! u 
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Natrium ist von den Alkalimetallen gerade das, bei dem die Latins 
der Thermokraft am Schmelzpunkt fast unmerkbar klein ist. Das 
mußte ihm natürlich bei der Größe seiner Fehlergrenze entgehen. 
Aus seinen Meßwerten berechnete er die Konstanten der Formel 
von Avenarius für Lithium zu a = 11,505 und b = 0,01876 (wenn 
die Thermokraft E in Mikrovolt gemessen wird) und bestimmte daraus 
ein Maximum der Kurve, also einen „neutralen Punkt“ der Thermo- 
kraft bei — 306° C! Für Natrium ergab sich a = 4,389; b = 0,0113 
und ein neutraler Punkt bei — 192°C. Den neutralen Punkt für 
Natrium hat er experimentell nicht nachgeprüft; für Lithium läßt 
er sich ja nicht nachprüfen, da er weit unterhalb des absoluten 
Nullpunktes liegen würde. Eine Extrapolation auf so tiefe Tem- 
peraturen ist natürlich nicht zulässig, denn da ändern sich die 
Kurven prinzipiell. 

Ebenfalls zum Zweck der Berechnung der Konstanten in der 
Formel von Avenarius unternahmen Broniewski und Hackspill?) 
1911 Versuche zur Bestimmung der Thermokraft von Caesium, Ru- 
bidium, Kalium und Natrium gegen Kupfer. Sie reduzierten die 
Metalle mit Calcium aus ihren Chloriden und destillierten sie im 
Vakuum. Leider entbehrt die Arbeit jeglicher näheren Angaben 
über die Versuchsanordnung, ebenso enthält sie auch keinerlei Zahlen- 
werte von Messungen, sodaß man sich kein genaues Bild von der 
Meßgenauigkeit machen kann. Die Kupferdrähte, gegen die die 
Thermokraft der vier Metalle gemessen wurde, waren nicht direkt 
mit dem zu messenden Metall in Berührung, sondern unter Zwischen- 
schaltung von Platindrähten, was häufig, wie der Verfasser in Vor- 
versuchen feststellen konnte, zu nur schwer auszuschaltenden Fehler- 
quellen führt. Die auf diese Weise gegen Kupfer gemessenen Werte 
wurden auf Blei als Bezugsmetall umgerechnet, und darauf erst die 
Konstanten der Formel von Avenarius berechnet. Auch bei dieser 
Umrechnung fehlt jede Angabe der Konstanten, mit deren Hilfe sie 
ausgeführt wurde. Die Arbeit enthält nur die Konstanten a und b 


der Formel von Avenarius T =a+b-t; für Rubidium und Cae- 


sium mußten für die flüssige Phase andere Konstanten als für die 
feste benutzt werden. 

Um diese Resultate mit den vorliegenden Messungen vergleichen 
zu können, mußten sie wieder von Blei auf Platin als Bezugsmetall 
umgerechnet werden. Die Umrechnung geschah ebenfalls nach den 
in den „Critical Tables“ angegebenen Formeln und Konstanten. Die 


1) W. Broniewski u. L. Hackspill, Compt. rend. 153. S. 814. 1911. 
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nun also zweimal umgerechneten Meßwerte ergeben graphisch auf- 
getragen das in Fig. 12 dargestellte Bild. Auf der Abszisse ist 
wieder die Temperatur t in Celsiusgraden, auf der Ordinate jedoch 
die differentielle Thermokraft dE/dt aufgetragen (also nicht wie bei 
allen vorhergehenden Kurven die integrale Thermokraft E). Aus 
diesem Grunde mußten für einen Vergleich auch die vorliegenden 
Messungen in die Form = = f(t) gebracht werden, was durch Dif- 
ferentiation der in Fig. 10 wiedergegebenen Kurven geschah. Die 
auf diese Weise entstandenen Kurven sind in Fig. 13 dargestellt. 
Da beim Natrium die sprunghafte Änderung der Thermokraft am 
Schmelzpunkt innerhalb der Fehlergrenze liegt und nur bei Trennung 
der einzelnen Versuchsreihen zu erkennen ist (vgl. oben), wurde 
diese Änderung gestrichelt eingezeichnet, um anzudeuten, wie groß 
sie nach den Meßwerten im Höchstfall sein kann. 

Daß die zahlenmäßige Übereinstimmung der Figg. 12 und 13 
nicht allzu genau ist, kann bei der dreifachen Umrechnung der 
Werte von Fig. 12 nicht verwundern. Bei Kalium und Natrium 
finden Broniewski und Hackspill am Schmelzpunkt keine Ände- 
rung der Thermokraft pro Grad. Diese tatsächlich vorhandenen 
Änderungen liegen sicherlich innerhalb der Fehlergrenze ihrer Mes- 
sungen. Es ist zwar nichts Näheres über die Größe der Fehler- 
grenze in ihrer Arbeit enthalten, man kann Schlüsse darauf jedoch 
aus folgendem ziehen: Sie finden bei der Messung der Thermokraft E 
am Schmelzpunkt des Caesiums nicht nur eine Richtungsänderung 
der Kurve, die dann bei der Differentation eine sprunghafte Änderung 
der Thermokraft pro Grad dE/dT hervorruft, sondern bereits eine 
sprunghafte Änderung, oder, wie sie es nennen, eine Unterbrechung 
der Kurve in einer Größe von 20 uV. Das läßt sich wohl nicht 
anders erklären, als dadurch, daß ihre Fehlergrenze 20 uV betrug. 

Die Änderungen der Thermokraft dE/dT am Schmelzpunkt von 
Rubidium und Caesium (Fig. 12) sind vollkommen unstetig, was 
selbstverständlich ist, da die Autoren in der Formel von Avenarius 
für den festen und flüssigen Zustand verschiedene Konstanten be- 
nutzen. Dagegen gehen die Kurven in Fig. 13 direkt aus den vor- 
liegenden Messungen hervor und zeigen direkt, daß die Änderung der 
Thermokraft dE/dt am Schmelzpunkt wirklich sprunghaft verläuft. 

Die letzte Untersuchung über die thermoelektrische Kraft der 
Alkalimetalle wurde 1924 von Bidwell!) unternommen. Die auf 
verschiedene Art chemisch dargestellten Metalle Caesium, Rubidium, 
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Kalium und Natrium wurden in Bleiglaskapillaren gehalten, Lithium 
in Quarz unter Öl. Wie dem Verfasser aus Vorversuchen bekannt 
ist, reagiert gerade Bleiglas recht stark mit allen Alkalimetallen 
und die daraus entstehenden Verunreinigungen sind imstande, die 


ole 


& & shi 


{ Schmelzpunkt des Meralles 


Fig. 12. Thermokraft dE/dT von Caesium, Rubidium, Natrium und Kalium, 
auf Platin als Bezugsmetall umgerechnet. Nach Broniewski und Hackspill 
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Fig. 13. Thermokraft dE/dT von Lithium, Caesium, Rubidium, Natrium und © 


Kalium gegen Platin, berechnet aus den Messungen E = ft) 


Natrıum 


Thermokräfte der Metalle wesentlich zu beeinflussen. Darüber wurde 
bereits oben bei der Erwähnuug der Lithiumkurve berichtet. Bid- 
wells Metalle besaßen sonst eine hohe Reinheit, wie er durch, 
spektroskopische Untersuchungen nachwies. Es ist anzunehmen, 
daß dies nach der Messung der Thermokraft wohl nicht mehr der 
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Fall gewesen ist, denn er sagt selbst an einer Stelle, daß „das Ob- 
€. jekt durch die Reaktion mit dem Bleiglas vollständig schwarz ge- 
= worden war“, Dagegen behielten die Metalle (auBer Lithium bei 
3 hohen Temperaturen) unter Verwendung der oben erwähnten Glas- 
= sorten bei den vorliegenden Messungen stets ihren metallischen 
‘a Glanz auch nach mehreren Versuchsreihen bei, ohne daß auch nur 
die geringste Verunreinigung durch das Glasgefäß zu bemerken war; 
sie dürften daher einwandfreiere Resultate ergeben haben. 
Bidwell verwandte als Bezugsmetall Platin. Die Ergebnisse 
seiner Messungen sind in den Kurven Fig. 14 dargestellt, und zwar 


Aalı 


! Schmelzpunkt des Metalles 


Fig. 14. Thermokraft dE/dT von Lithium, Caesium, Natrium, Rubidium 
und Kalium gegen Platin. Nach Bidwell 


die Thermokraft pro Grad dE/dt in Abhängigkeit von der Temperatur. 
Bidwell findet danach bei allen Alkalimetallen, auch bei Kalium 
und Natrium, einen starken bzw. deutlichen Sprung der differentiellen 
Thermokraft beim Schmelzpunkt. Beim Caesium sind zwischen etwa 
22°C und etwa 93°C keine Angaben von Meßpunkten vorhanden, 


= so daß man annehmen muß, daß dieser Teil der Kurve interpoliert 
ist. Auffallend erscheint der verhältnismäßig langsame Übergang 
ag zu dem starken Anstieg der Thermokraft am Schmelzpunkt. Zum 
Beispiel beim Caesium und Rubidium ist das Herannahen des Schmelz- 
5 punktes schon fast 20°C unterhalb desselben deutlich bemerkbar. 


Eine solche allmähliche Änderung konnte bei den vorliegenden Mes- 
sungen niemals beobachtet werden. Trotz oftmaliger Wiederholung der 
Versuche setzte das Anwachsen der Thermokraft stets sprungartig am 
Schmelzpunkt ein. Vielleicht könnte man diesen langsamen Übergang 
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als eine Folge der Verunreinigungen durch die Reaktion mit dem Blei- 
glas erklären. Das gilt wohl auch für den Sprung am Schmelzpunkt 
des Natriums. Es erscheint sonst auffallend, warum bei allen anderen 
Messungen der Sprung der Thermokraft beim Natrium nur andeutungs- 
weise (höchstens in einer Größe von */, uV) vorhanden ist, während 
Bidwell dafür etwa 2 uV findet, was bei den vorliegenden Mes- 
sungen bereits weit außerhalb der Fehlergrenze liegen würde. 


Änderung der Thermokraft am Schmelzpunkt 
a) Experimentell 

Die Frage, ob die Kurve der Thermokraft E der Metalle in 
Abhängigkeit von der Temperatur T am Schmelzpunkt der Metalle 
eine Richtungsänderung erfährt, bzw. ob die differentielle Thermokraft 
dE/dT an dieser Stelle einen Sprung erleidet, ist schon oft diskutiert 
und experimentell untersucht worden. Dabei widersprechen sich die 
Resultate selbst bei Verwendung derselben Metalle oft vollkommen. 

1897 maß Beckit-Burnie!) die Thermokraft von Blei, Zinn, 
Wismut und Quecksilber gegen Kupfer und fand, daß die Kurve für 
Blei einen kleinen Knick, für Zinn einen etwas größeren, einen 
recht beträchtlichen aber für Quecksilber und Wismut am Schmelz- 
punkt aufweist. Zu dem genau entgegengesetzten Resultat kamen 
1900 Peddie und Shand?), die Quecksilber gegen Eisen unter- 
suchten und keine Abweichung feststellen konnten. Dies wurde 
1908 von Cermak?°) bestätigt. Er konnte bei seinen Messungen 
an Quecksilber, Cadmium, Zinn und Blei gegen Konstantan „in 
keinem Falle eine Richtungsänderung in der Nähe des Schmelz- 
punktes“ bemerken und führte die von Beckit-Burnie gemessenen 
Abweichungen auf Verunreinigungen in den von ihm verwandten 
Metallen zurück. Dem widersprach aber die Arbeit von Koenigs- 
berger und Weiss‘), die ebenfalls Zinn—Konstantan untersuchten und 
einen Sprung der Thermokraft pro Grad in einer Größe von 5 uV 
erhielten. Cermak und Schmidt‘) maßen daraufhin noch einmal 
die Thermokraft von Zinn und Blei, kamen jedoch zu demselben 
Resultat wie früher. Dagegen wurde in allen nun folgenden Unter- 
suchungen stets ein Knick der Thermokraft am Schmelzpunkt der 
Metalle festgestellt. So fand ihn Werner®) 1913 an Zinn, Thallium 


1) W. Beckit-Burnie, Phil. Mag. 43. S. 397. 1897. 

2) W. Peddie u. A. B.Shand, Proc. of the Roy. Soc. of Edinb. 23. 
S. 15. 1900. 

3) P. Cermak, Ann. d. Phys. 26. S. 521. 1908. 

4) J. Koenigsberger u. J. Weiss, Ann, d. Phys. 35. S. 1. 1911. 

5) P. Cermak u. H. Schmidt, Ann. d. Phys. 36. S. 575. 1911. 
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E. Heiber. Messungen der thermoelektrischen Kraft usw. 181 


und Zink, ebenso auch Siebel!) 1914, der eine ganze Reihe von 
Metallen und Legierungen untersuchte, u. a. auch Quecksilber, Zinn 
und Blei, bei denen frühere Forscher keine Abweichungen fanden. 
Dasselbe Resultat konnte Siebel?) 1919 noch einmal an einer Kalium— 
Natrium-Legierung bestätigen. Im gleichen Jahre fanden auch Gehl- 
hoff und Neumeyer’) einen starken Sprung der Thermokraft dE/dT 
bei Quecksilber—Kupfer. Dagegen erhielten Borelius und Lindh‘) 
zwar ebenfalls eine starke Änderung der Thermokraft dE/dT am 
Schmelzpunkt von Wismut—Kupfer, aber der Übergang war nicht 
sprunghaft, sondern stetig. Bemerkenswert ist noch eine Arbeit 
von Harrison und Foote’) (1923), die mit einer besonderen Poten- 
tialmeßanordnung die Thermokraft von Zinn.,: gegen Zinngnssig maßen. 
Es ergab sich dH/dT zu 1,2 uV, wobei das flüssige Metall auf 
höherem Potential war. 

Es ist schwer zu sagen, aus welchem Grunde bei Untersuchung 
derselben Metalle einmal ein Sprung der Thermokraft pro Grad am 
Schmelzpunkt gefunden wurde, das andere Mal dagegen nicht. Denn 
auch die Forscher, die einen Sprung fanden, kamen zu recht ver- 
schiedenen Ergebnissen. Man könnte fast sagen, daß zwischen dem 
höchsten Werte des Sprungs der Thermokraft pro Grad und Null, 
d.h. wo sich kein Sprung feststellen ließ, die verschiedensten Werte 
gemessen wurden. Als Beispiel sei Zinn gewählt. Es maßen: 


Es scheint, daß bereits kleine Abweichungen in der Reinheit der 
Metalle imstande sind, die Größe des Sprungs der Thermokraft pro 
Grad wesentlich zu beeinflussen. Aus der großen Zahl der Mes- 
sungen aber, die einen solchen Sprung ergaben, sowie aus seiner 
Größe in einzelnen Fällen kann man wohl den Schluß ziehen, daß 
sein wirkliches Vorhandensein gesichert erscheint. 


b) Theoretisch 
Die Frage, ob ein Sprung der Thermokraft beim Schmelzpunkt 
aus den Theorien der Thermoelektrizität folgt, ist mehrmals behan- 


1) K. Siebel, Ann. d. Phys. 45. S. 839. 1914. 
; 2) K. Siebel, Ann. d. Phys. 60. S. 260. 1919. 

83) G. Gehlhoff u. F. Neumeyer, Verh. d. D. Phys. Ges. 21. S. 201. 1919. 
a 4) G. Borelius u. A. E. Lindh, Ann. d. Phys. 51. S. 607. 1916. 


Koenigsberger und Weiss......... 5 uV 

Harrison und Foote. ........... 


5) T. R. Harrison u. P. D. Foote, Phys. Rev. 21. S. 196. 1923. 6 e 
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delt worden. So versuchte Siebel') unter Anwendung einer von 
Bernoulli, dessen theoretische Betrachtungen allerdings großen 
Bedenken unterliegen, angegebenen Beziehung zwischen Thermokraft 
und Atomvolumen zu zeigen, daß der Sprung der Thermokraft auch 
theoretisch zu erwarten ist. Später tauchten ihm Zweifel darüber 
auf, ob die Anwendung dieser aus quantentheoretischen Überlegungen 
abgeleiteten Formel auf ein flüssiges Metall wirklich einwandfrei wäre. 
Deshalb schlug er noch einen anderen Weg ein, um den Sprung am 
Schmelzpunkt theoretisch zu untersuchen. Dazu nahm er an, daß 
in einem gegebenen Metall die Elektronendichte, d.h. die Anzahl 
der Elektronen im Kubikzentimeter, direkt proportional ist der augen- 
blicklichen Dichte des Metalls. Ist also im festen Metall bei der Tem- 
peratur des Schmelzpunkts die Anzahl der Elektronen N und ändert 
sich das Volumen eines Kubikzentimeters durch den Schmelzvorgang 
um g cm’, so ist jetzt im flüssigen Metall die Anzahl der Elektronen 
im Kubikzentimeter 


N 


N’ = 


Diesen Ausdruck in die Formel für die Thermokraft eingesetzt: 
worin R die Gaskonstante und F die Ladung eines Mols = 9647 
elektr. magn. Einh. bedeuten, ergab sich für die thermoelektrische 
Spannung pro Grad zwischen festem und flüssigem Metall als aus- 
wertbarer Ausdruck: Pin 
dE 
In (1 +9). | 
Die hierbei gemachte Annahme, daß die Anzahl der freien Elek- 
tronen pro Metallatom konstant sei, ist jedoch sehr unsicher. 
Einen ähnlichen theoretischen Hinweis bezüglich des Sprungs 
der Thermokraft gab Koenigsberger?). Ausgehend von der Formel 
von H. A. Lorentz, die sich von der obigen nur durch den Zahlen- 
faktor unterscheidet, 
N, 


== In = 


worin N, die Anzahl der Elektronen pro Kubikzentimeter in einem 
Metall, N, im anderen bedeutet, nahm er an, daB die Anzahl der 
Elektronen im Kubikzentimeter, N, umgekehrt proportional dem 


1) K. Siebel, Ann. d. Phys. 45. S. 839. 1914; 60. S. 260. 1919; Dissert. 
Kiel 1914. 


2) J. Koenigsberger, Ann. d. Phys. 47. 8. 563. 1915. cs 
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Atomvolumen v ist, und erhielt also für die Spannung zwischen 

festem und flüssigem Metall: 

Wie bereits Siebel?!) erwähnte, steht der Sprung am Schmelz- 
punkt auch mit der thermodynamischen Elektronentheorie von 
F. Krüger?) im Einklang. Dieser Theorie liegt die bekannte Vor- 
stellung zugrunde, daß der Konzentration der freien Elektronen im 
Metall bei jeder Temperatur ein gewisser Dampfdruck der Elektronen 
über dem Metall entspricht. Bedeutet dE’/dT die Abhängigkeit der 
Potentialdifferenz an der Berührungsstelle der beiden Metalle A und B 
von der Temperatur und q, und q, die nichtelektrischen Anteile der 
Verdampfungswärmen der Elektronen aus den Metallen A und B, 


so ergibt sich 

dT T 
Der Ausdruck E’+q ist die gesamte Wärmemenge, die absorbiert 
wird, wenn ein Grammolekül Elektronen aus dem Metall A ver- 
dampft und auf dem Metall B kondensiert wird, wobei gleichzeitig 
noch die elektrische Potentialdifferenz E’ überwunden werden muß. 
Diese Wärmetönung besteht also aus einem elektrischen Teil E’ 
und einem unelektrischen g. Die Verdampfungswärmen der Elek- 
tronen aus den Metallen A und B, q, und q,, setzen sich zusammen 
aus der Dissoziationswärme gq; bzw. q,; der Elektronen aus dem 
neutralen Metallatom im Metall und der Übergangswärme q,2 bzw. 
9,2 der freien Elektronen in den Elektronendampfraum. Es ist also: 


Ga = und 
Die gesamte Thermokraft dE läßt sich dann trennen in die Po- 
tentialdifferenz dE’ an der Berührungsstelle der beiden Metalle A 
und B und in die Potentialdifferenz dE” im Temperaturgefälle der 
Metalle, folglich 
dE = dE + dE”. 
Und zwar ergab sich: 
dE’ = [E’+ Gaz — 42) + — 

und 

also ist die Gesamtthermokraft: 


dT 
dE=[E + (qa2— 
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1) K. Siebel, Dissertation Kiel, 1914. rie 
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Betrachten wir nun ein Thermoelement (vgl. Fig. 15) aus den 
Metallen A und B, bei dem ein Teil des Metalles A fest, der an- 
dere flüssig ist und bei dem sich die Lötstellen auf den Tem- 

peraturen T bzw. T+dT befinden. 
Um nun zu untersuchen, wie die 


beim Schmelzen des Metalles ent- 
steht, bilden wir die Differenz der 
Thermokräfte dE/dT des festen und 
des flüssigen Metalles A gegen das 
Metall B bei der Temperatur ds 
Schmelzpunkts von A und erhalten: 


) (ir) E’ + da2test — E+ Ia2tüssig 162 
fest AT JAüssig 
Ja2test ~ Ia2Aüssig 

2 
da die Potentialdifferenz E’ zwischen dem Auen und finssigen 
Metall beim Schmelzpunkt wegen der Gleichheit des Elektronen- 
dampfdruckes dieselbe ist, d. h. also, die Zusatzspannung ist be- 
dingt durch eine Änderung der Übergangswärmen der Elektronen 
beim Schmelzen des Metalls. Die Übergangswärme Ja2ftssig AUS 
dem flüssigen Metall ist jedenfalls kleiner als quotes: des festen Zu- 
standes, d.h. das flüssige Metall wird positiver als das feste, es 
fließt ein Strom vom flüssigen zum festen Metall, wie durch das 
Experiment oftmals bestätigt wurde. 

Zur selben Zeit wie F. Krüger stellte K. Baedeker’) eine 
Elektronentheorie der Thermoelektrizität auf, die ebenfalls auf dem 
Grundgedanken aufgebaut ist, daß den Elektronen ein bestimmter 
Dampfdruck zuzuschreiben ist. Er findet für die Thermokraft die 
Formel: : 


worin p, re p, die Dampfdrucke der Elektronen über den Metallen 4 
und B bedeuten. Nach dieser Formel ist allerdings ein Sprung der 
Thermokraft am Schmelzpunkt nicht möglich. Denn?) „ist p, der 
Dampfdruck der Elektrizität über dem festen, p, der über dem ge- 
schmolzenen Metall, so fordert die Thermodynamik, daß bei der 
Schmelztemperatur p, = p..“ Danach muß aber die Thermokraft 


1) K. Baedeker, Phys. Ztschr. 11. S. 809. 1910. 
2) Vgl. K. Baodoher: Die elektrischen eee in metallischen 


Zusatzspannung zur Thermokraft 
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pro Grad für festes und flüssiges Metall beim Schmelzpunkt gegen 
denselben Wert konvergieren. Nun konnte jedoch F. Krüger‘) 
zeigen, daß die obige Formel von K. Baedeker nur für den offenen 
Thermokreis gilt. Infolgedessen ist sie für den vorliegenden Fall 
nicht anwendbar. In der Hauptsache beruft sich denn auch Bae- 
deker darauf, daß ein Sprung der Thermokraft dE/4T experimentell 
noch nicht einwandfrei gefunden wurde, was aber nach der großen 
Zahl der oben genannten Arbeiten und nach der vorliegenden 
Untersuchung heute nicht mehr zutreffen dürfte. 


; Zusammenfassung 
Die Thermokraft der Alkalimetalle Lithium, Natrium, Kalium, 
Rubidium, Caesium im festen und, mit Ausnahme des Lithiums, auch 
im flüssigen Zustande gegen Platin wurde mit möglichster Exaktheit 
bei steigender und auch bei sinkender Temperatur der erwärmten 
Berührungsstelle gemessen, wobei auf die Reinheit der Metalle be- 
sonders Bedacht genommen wurde. Dabei ergaben sich in Über- 
einstimmung mit den Resultaten früherer Beobachter Lithium und 
Caesium als thermoelektrisch positiv, die anderen drei Alkalimetalle 
Rubidium, Natrium, Kalium als thermoelektrisch negativ gegen 
Platin. Die in quantitativer Hinsicht zum Teil abweichenden Re- 
sultate in den früheren Arbeiten lassen sich teils aus der Unrein- 
heit der verwendeten Metalle, teils aus der Ungenauigkeit der Mes- 
sungen erklären. 

Die Kurven der integralen Thermokraft zeigten beim Schmelz- 
punkt der Metalle einen mehr oder weniger ausgeprägten Knick- 
punkt, die daraus durch Differentation abgeleiteten Werte der Thermo- 
kraft pro Grad dE/dT daher einen Sprung, der am größten bei 
Caesium und Rubidium, eben noch deutlich erkennbar beim Kalium, 
am kleinsten und fast noch innerhalb der Grenzen der Meßgenauig- 
keit beim Natrium lag; bei Lithium war ebenfalls ein Knick in der 
Kurve der integralen Thermokraft deutlich erkennbar, jedoch waren 
an Lithium beim Schmelzpunkt wegen der Reaktion des Lithiums 
mit dem Glase in der Nähe seiner Schmelztemperatur die Werte 
schlecht reproduzierbar. 

Die Frage, warum in den früheren Arbeiten über die Thermo- 
kraft der Alkalimetalle von einigen Forschern ein Sprung am Schmelz- 
punkt gefunden wurde, von anderen dagegen nicht, ließ sich dahin 
beantworten, daß hier die Fehlergrenze so groß war, daß der Sprung 
innerhalb derselben liegen mußte. 


Reet . F. Krüger, Phys. Ztschr. 12. S. 360. 1911. 
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In Übereinstimmung mit den hier gewonnenen Resultaten steht, __ 
daB auch bei anderen Thermoelementen beim Schmelzpunkt des 
einen Metalls häufig ein Sprung der differentiellen Thermokraft 
gefunden wurde. 

Es konnte ferner gezeigt werden, daß die Tatsache dieses 
Sprungs der Thermokraft beim Schmelzpunkt nicht, wie mehrfach 
angenommen, im Widerspruch zu einer zuverlässigen Theorie der 
Thermokraft steht. Nach der Theorie von F. Krüger speziell be- 
deutet der Sprung der Thermokraft dH/dT, daß die Übergangs- 
wärmen der Elektronen in den Elektronendampfraum bei der Schmelz- 
temperatur des Metalls für den flüssigen Teil des Metalls kleiner 
als für den festen ist; dabei ist in diesem Punkt die Potentialdif- 
ferenz zwischen dem festen und flüssigen Metalle gleich Null, da 
Br. Elektronendampfspannungen einander gleich werden. 


Ich möchte nicht verfehlen, an dieser Stelle meinem hochverehrten 
Lehrer, Herrn Prof. Dr. F.Krüger, für die Anregung zu dieser Arbeit 
sowie für die ständige Unterstützung und Beratung während ihrer An- 
_ fertigung meinen ergebensten Dank auszusprechen. 

Auch Herrn Prof. Dr. OÖ. Reinkober und Herrn Dr. F. Maske 
danke ich an dieser Stelle für das lebhafte Interesse, das sie der 


Durchführung der Arbeit entgegenbrachten. 
ald, Physikalisches Institut der Universitit. 
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den Entladungsmechanismus 

in yanzmetallischen Gusentladunysréhren, ae 

insbesondere Kanalstrahlröhren 


Von H, Seemann und G, Orban 


we (Mit 5 Figuren) 


Die großen Fortschritte der Erforschung der Gasentladungen 
der letzten Jahre, wie sie in den kürzlich erschienenen Büchern von 
Seeliger, v. Engel-Steenbeck, Knoll-Ollendorf- Rompe )) 
niedergelegt sind, beziehen sich vorwiegend auf die Entladungen 
bei mittleren und hohen Drucken in Gasentladungsröhren. Bis zu 
so niedrigen Drucken, wie z. B. in lonenréntgenréhren herrschen, in 
denen die Gasleuchterscheinungen fast ganz verschwinden, reichen 
die meisten aufgenommenen Kurven und Gesetzmäßigkeiten nicht 
mehr. Vollends unbekannt ist der Mechanismus der Kanalstrahl- 
erzeugung bei sehr niedrigen Drucken, denn hier handelt es sich 
um eine selbstständige Entladung, der ein großer Bruchteil der zu 
ihrer Selbsterhaltung notwendigen Ionen durch spezielle Formgebung 
der Metallelektrode entzogen wird. Zu dem schon bei einfachen 
glatten Elektroden höchst verwickelten Widerspiel von geladenen 
und neutralisierten Teilchen im Gase einerseits und Elektronen aus 
dem Kathodenmetall andererseits kommt als weitere Komplikation 
noch die Störung des Gleichgewichts durch die Entziehung des 
Kernstromes des Kanalstrahlbündels (Pinsels). 

Die Aufgabe der Messungen war in erster Linie, die Entziehung 
des für den Entladungsprozeß lebenswichtigen Kernbündels so hoch 
wie möglich zu treiben und gleichzeitig Röhren- und Elektroden- 
formen zu finden, die hierbei noch eine leidliche Konstanz der Ent- 
ladung gewährleisteten. 

Da eine gleichartige Vorarbeit für Röntgenröhren mit ganz- 
metallischem Entladungsraum von Seemann?) schon geleistet war, 
konnten die auszuführenden Messungen auf die wohlerprobte Ganz- 


1) Auch in den Büchern von E. Brüche u. O. Scherzer (Elektronen- 
optik) und E. Alberti (Brownsche Röhren) findet man einzelne Teilgebiete 
der Gasentladung behandelt. 

2) H. Seemann, Ann. d. Phys. 53. S. 484. 1917. Deutsche Patentschrift 
Nr. 330. S. 274. 1919. in 
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metallform beschränkt werden. Diese hat gerade auch für die Er- 
forschung der Einzelheiten des Entladungsmechanismus den Vorteil 
der Konstanz und Reproduzierbarkeit der Feldverteilung im Ent- 
ladungsraum, soweit er von den Wänden abhängig ist. Alle bis- 
herigen Messungen der Vakuumentladung in Röhren enthalten den 
Unsicherheitsfaktor der undefinierbaren Glaswandaufladung, die ge- 
rade bei hohen Spannungen große Werte annimmt. 

Ein ganzmetallischer Entladungsraum (vgl. Fig. 1) ist dadurch 
gekennzeichnet, daß die Elektroden sich gegenseitig teilweise um- 
schließen und derart dimensioniert sind, daß nur in den von ihnen 
umschlossenen großen Hohlraum Strom übergeht, nicht aber zwischen 
den sich am nächsten kommenden Rändern (stark beschränkte Ent- 
ladung). Eine weitere konstruktive Verbesserung eines solchen Ent- 


fe a Fig. 1. Ganzmetallischer Entladungszylinder 
«| mit „Randisolation durch kurzen Abstand“ (be- 
hinderte Randentladung) H. Seemann, a.a. O. 
te me “| Bei der links gekennzeichneten Ausführung 
der Elektrodenglocke können geladene Flug- 
-‘| teilchen aus der Zentralentladungsbahn in der 
~~) ‘.| Pfeilrichtung noch austreten und das Isolations- 
“| rohr (punktiert) schädlich aufladen, bei der 
“| rechts gezeichneten Ausführung nicht mehr 


ladungsraumes ist die, daß die durch den unvermeidlichen Zwischen- 
raum zwischen dem Rande der Anode und Kathode herausdiffun- 
dierenden lonen und Elektronen den Isolationskörper der Röhre nur 
in so geringer Menge treffen können, daß ihre Rückdiffusion und die 
elektrostatische Beeinflussung der Entladung durch die auf dem 
Isolator angehäuften Ladungen praktisch Null sind. Diese Bedingung 
wird in der Hauptsache dann erfüllt, wenn der Entladungshohlraum 
in der Stromrichtung größere Ausdehnung besitzt als die mittlere 
lonisierungsweglänge, während der Abstand der Elektroden von dem 
umhüllenden Ionisationskörper und der Zwischenraum zwischen den 
Rändern der Elektroden überall erheblich kleiner ist'). 

In Fig. 1 zeigt die linke Hälfte einen nicht hinreichend ge- 
geschlossenen ganzmetallischen Entladungsraum. Der Pfeil deutet 
die Bahnkurve eines durch den Zwischenraum hindurchtreffenden 
Ions oder Elektrons an. Bei der Ausführung wie in der rechten 
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Hälfte der Figur ist das Entweichen eines geladenen oder ungela- 
denen Teilchens kaum noch möglich. Der Isolationshohlkörper 
kann oben und unten selbst den Abschluß der ganzen Entladungs- 
röhre bilden oder er kann mit Metalldeckeln verschlossen werden, 
die direkt mit den Elektroden verbunden sind. Erst eine so kon- 
struierte Ionen-Entladungsröhre entspricht den Anforderungen an 
hinreichende Unveränderlichkeit der Entladungs- und Isolations- 
bedingungen für eindeutige Messungen im hohen Vakuum. Sie 
lag nicht nur in der Form für Röntgenstrahlenerzeugung, sondern 
ebenso auch für Kanalstrahlerzeugung, im angestrengten Dauerbetrieb 
mit vielen Exemplaren erprobt, fertig vor’). 

Es genügte daher die Prüfung von etwa 50 weiteren Modifika-. 
tionen der bekannten Elektrodenformen, um die im folgenden zu, 
beschreibenden Resultate der optimalen Formgebung als gesichert 
betrachten zu dürfen, soweit Wasserstoff und Luft als Füllung, 
Aluminium als Kathode und Aluminium oder Kupfer als Anoden- 
Material in Frage kommen. Als Entgasungszustand wurde der be- 
trachtet, der sich durch den Betrieb selbst einstellt und gerade bei 
Aluminium sehr lange konstant bleibt. Es zeigte sich bald, daß die 
günstigste Ausbeute an abgeleiteten Kanalstrahlen bei etwa 60 kV 
und 0,5 — 1,5 mA und einem Entladungsraum von etwa 15 cm Länge 
und 10 cm Breite erreicht werden konnte, also bei einem Vakuum, 
in welchem: die Elektronenerzeugung an der Kathodenoberfläche 
qualitativ und «quantitativ zur beherrschenden Erscheinung wird, 
während bei mittlerem Vakuum und großen Elektrodenabständen 
fast die gesamte Leitfähigkeit im Gase selbst zustandekommt, indem 
die aus dem Metall befreiten Elektronen sich im Gase durch Stoß 
lawinenartig vermehren. 

Das charakteristische Merkmal für die Ionenentladung im hohen 
Vakuum ist die äußerst dünne Leuchtspur des Bündels im Gase und 
bei nicht durchbohrter Kathode der kleine Brennfleck auf der Anti- 
kathode wie auch auf der Kathode?). 

Diese mit abnehmender Gasdichte und konstant gehaltenen 
Stromstößen schärfer werdende Bündelung, die bei rationeller Kanal- 
strahlerzeugung im Vordergrund des Interesses steht, ist von jeher 


1) H. Seemann, a. a. O. 

2) Ersterer wurde von H. Seemann photographisch gemessen. (H. See- 
mann u. K. F.Schotzky, Ztschr. f. Phys., 71. 8. 9. 1931: Ergebnisse der 
techn. Röntgenkunde III. S. 98. 1933.) Letzterer äußert sich nach mehr- 
stündiger Benutzung der Aluminiumkathode bei höchsterreichbaren Strom- 
stärken in der Bildung eines kristallinisch rauhen Kraters von der Größe 
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ein auffallendes Phänomen gewesen, denn sie scheint dem La- 
grange-Hamiltonschen „Prinzip der kleinsten Wirkung“ zu wider- 
sprechen. Man erwartet gerade wegen der Verarmung des Ent- 


ladungsraumes an Molekülen ein Wachsen des spezifischen Wider- _ 
standes des Gases, das den Leitungsstrom zwingen müsse, das zur 


Verfügung stehende Volumen gleichmäßiger mit Stromlinien aus- 
zufüllen, wie es am negativen Glimmlicht beim Übergang von hohen — 
zu niedrigeren Drucken zu beobachten ist. Die Auflösung des Wider- 
spruches ergibt sich aus der geringen Zahl der wirksamen Zusammen- 
stéBe der Elektronen auf ihrer gesamten Bahn zwischen den Elek- 


troden. Unter den hier benutzten Entladungsbedingungen bildet 
jedes Elektron höchstens ein Ionenpaar, woraus sich ergibt, daß bi 
jedem Aufprall eines Ions oder neutralisierten Teilchens auf de 


Kathode mehr als ein Elektron abgelöst werden muß. 

Die von dem Elektronenbündel im Gase abgegebene Energie, 
die die Höhe des „Eigenwiderstandes“ der Gasstrecke miBt, ist 
schon aus diesem Grunde zu gering, um Anlaß zur Ablenkung zu 
geben. Das elektrische Bündel hat vielmehr den Charakter einer 
Strahlung, deren Weg von einem fast ungestörten und starken 
elektrischen Felde vorgeschrieben und nur von äußerst seltenen 
Streuprozessen behindert ist. Es macht auch nichts aus, daß 
die Streuwinkel meistens sehr groß sind, denn das Feld reißt die 
Teilchen sogleich in seine Richtung. Die Wurfweiten sind ver- 
schwindend klein gegen die Falltiefen. Ausnahmen bilden nur die 
Teilchen, die kurz nach ihrer Bildung wieder neutralisiert wurden. 
Sie sind wegen ihrer Langsamkeit und Seltenheit von sekundärer 
Bedeutung (vgl. unten). 

Mit dem Strahlungscharakter der Strömung ist aber noch nicht 
erklärt, warum das Bündel sich mit zunehmender Gasverdünnung 
nicht nur nicht verbreitert sondern sogar zusammenschrumpft, und 
weiterhin, warum es eine so überraschende „Symmetriestabilität“ im 
Entladungsraum gewinnt. Der übliche Hinweis auf die Wandladungen 
des Glasrohres fällt hier fort. Es wurde sogar scharfe und 
achsenstarre Bündelung bei zylindrischen ganzmetallischen Ent- 
ladungsräumen von 40 cm Durchmesser und 15 em Höhe fest- 
gestellt. 

Auch die Erklärung durch anziehende Raumladungen in dem 
einmal gebildeten Bündel können nicht befriedigen, da solche mit 
zunehmendem Vakuum immer geringer werden und in der Nähe des 
Quellpunktes der Kathodenstrahlen sicher sehr gering sind. Es 
scheint vielmehr, als ob die Statistik der Fallbahnen der Träger 
hinreicht, um sowohl die Bündelungstendenz als auch die Symmetrie- 
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festigkeit der Bündellage zu erklären‘. Denkt man sich aus dem 
senkrecht aufsteigenden Elektronenbündel hie und da positive Teil- 
chen (ganz wie bei einer Garbe gleichzeitig vertikal abgeschossener 
Raketen) schräg nach oben heraus nnd quer hindurchfliegen, in 
kurzem Bogen umkehren und dann senkrecht parallel dem Bündel 
herabfallen, so sind die Auftreffpunkte der fallenden Teilchen weit- 
aus am dichtesten in der Bindelachse. Da von diesen Auftreff- 
punkten neue Elektronen aufsteigen, so besitzen letztere jetzt schon 
von vornherein eine größere Dichte im Kern des Bündels usw. 

Zu demselben Resultat gelangt man, wenn man die Ionenbildung 
einen Moment als gleichmäßig verteilt im ganzen Raum annimmt. 
Aus der Randzone würden dann wegen der Wandverluste weniger 
Träger auf den darunterliegenden Kathodenrand fallen. Infolgedessen 
würden hier weniger Elektronen aus dem Metall ausgetrieben und 
die Ionenarmut der Randzone zunehmen usw. bis nur noch die 
Achsenzone übrig bleibt. Die Dicke des Bündels ist dann nur noch 
gegeben durch die Wurfweite der positiven Ionen. 

Bei diesen Überlegungen ist allerdings nicht berücksichtigt, daß 
die neutralisierten Teilchen nicht in die Feldrichtung gelenkt werden 
können und das Zentrum der Kathode im allgemeinen nicht treffen, 
sofern sie im Augenblick der Neutralisierung nicht schon mit großer 
Geschwindigkeit in der Feldrichtung flogen. Eine erhebliche Zahl 
neutraler Teilchen, die elektrisch beschleunigt waren, werden daher 
mit abnehmender Häufigkeit vom Zentrum bis zum Rande der Ka- 
thode auftrefien und dort wegen ihrer geringeren Geschwindigkeit 
weniger Elektronen auslösen. Tatsächlich gehen von allen Teilen 
der Kathodenfläche Elektronen aus, wie unten näher erörtert werden 
wird. Ihre Dichte nimmt aber vom Zentrum aus schnell ab, so daß 
das sichtbare Bündel aus physiologischen Gründen ziemlich scharf 
begrenzt erscheint. Wirklich scharf ist es nur bei mäßig hohem 
Vakuum unmittelbar über der Kathode, insbesondere im Anfang des 
Kanals, in den es mit einer scharfen Spitze ein Stück hineinreicht. 
Dort ist die Grenze durch die Fallraumtiefe der Kathodenstrahlen 
gegeben, von der aus sie Leuchterregung ausüben. Das Hineinreichen 
der helleuchtenden Pinselspitze rührt von den Kathodenstrahlen, die 
vom inneren Rande des Kanals emittiert werden und sehr schief zur 
Achse austreten. Man findet ihre Spur leicht auf den Wandungen 
von Kanalstrahlröhren aus Glas, da ihre Bahn vom Felde nicht völlig 
in die Achsenrichtung umgebogen wird. 


1) H.Seemann, Elektronenbahnen im elektr. Zylinderfelde usw. Ztschr. 
f. Phys. 92. S. 253-273. 1934. 
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Die Entladung ist also doch nicht so streng gebiindelt und niclit 
so genau den Kraftlinien parallel gerichtet, wie es aus systematischen 
Gründen zunächst dargestellt wurde. Daher dürfen die nur bei re- 
lativ hohen Drucken erprobten Gesetzmäßigkeiten der Ionisierung und 
Elektronenauslösung zur Orientierung herangezogen werden. Sie ge- 
stalten sich sogar in mancher Hinsicht besonders übersichtlich, denn 
das Feld im Entladungsraum ist wegen der geringen Raumladung 
durch die trägen positiven Ionen um so weniger verzerrt, je höher 
man das Vakuum treibt. Der Kathodenfall ist gleich der Elektroden- 
spannung. Dadurch werden alle möglichen Nebenerscheinungen be- 
deutungslos, die bei hohen Drucken ins Gewicht fallen, ohne daß 
andererseits neue Komplikationen hinzukommen. So darf vor allem 
auch hier wie. im Glimmlicht zweifelsohne die Bildung von Ionen 
durch Ionen und neutralisierte Teilchen wie auch die Mitwirkung 
negativer lonen vernachlässigt werden. Es bleiben die beiden Haupt- 
quellen der Träger, die StéBe der direkt von der Kathode stammenden 
Elektronen auf die fliegenden Teilchen aller Art einerseits und 
der Aufprall der Elektronen auslösenden Teilchen aller Art auf das 
Kathodenmetall andererseits. Wie wir sehen werden, kommt nur 
noch eine dritte Erscheinung sekundärer Natur hinzu, die bei höheren 
Drucken keinen wesentlichen Einfluß hat, hier aber zu einer leicht 
übersichtlichen Vermehrung der wirksamen Elektronenstöße führt, die 
mehrfache Reflexion der Elektronen an der Anode. Gerade der Aus- 
nützung und Steigerung dieser Erscheinung verdankt die angestrebte 
Verbesserung der Kanalstrahlausbeute ihren praktischen Erfolg. 


Sie ist wenig beachtet, weil fast alle Messungen an Ionenent- 
ladungen an Röhren mit Glaswandungen ausgeführt worden sind. 
Eine grundsätzliche Änderung des gegenseitigen Ergänzungsspiels 
der kathodischen Elektronen und der Gasionen bringt sie nicht mit 
sich, wenn man sie als lonisierungswegverlingerung ohne Raum- 
vergrößerung auffaßt, also als Spiegelung an der Anode. Die Exi- 
stenzbedingung der selbständigen Entladung bleibt unverändert: Jeder 
Ladungsträger muß im Mittel so stark ionisieren, daß er einschieB- 
lich aller Zwischenprozesse und Verluste einen gleichwertigen Ladungs- 
träger an seine Stelle setzt (vgl. unten Energiewirbel). Jedes von 
der Kathode ausgehende Elektron muß auf seinem Wege d zur 


Anode im Mittel In (1 + “| Ionisierungsprozesse herbeiführen, um 


das Äquivalent von @-d Ionen zu erzeugen. Die Ionisierungszahl « 
bedeutet die durch Elektronen pro Zentimeter Flugbahn gebildeten 
Ionenpaare. y ist die Metallelektronen-Auslösungszahl pro auffallendes 
Teilchen. 
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Führt man bei konstant gehaltenem V und p einen Bruchteil x 
der erzeugten positiven Teilchen durch die Kanalbohrung der Kathode 
plötzlich ab, so ändern sich die spezifischen Trägerbildungszahlen « 
und y nicht. Aber die Summe der gebildeten positiven und nach- 
träglich neutralisierten Teilchen, die bis zu diesem Augenblick auf 
die Kathode aufprallten, vermindert sich um den Betrag der in den 
Kanal einfallenden Menge. Dadurch fällt eine gleich große Summe 
von Elementarprozessen auf der Kathode aus und diese sendet nur 
noch die proportional verminderte Zahl von Elektronen in das Gas 
hinein. Dort entsteht wiederum der gleiche Verlust an Ionisierungs- 
prozessen, der seinerseits ein um den gleichen Betrag geschwächtes 
Teilchenbündel nach der Kathode zu befördert. Hier aber teilt sich 
der ankommende Strom wieder im gleichen Verhältnis wie im Moment 
der Öffnung des Kanals und das bedeutet Verminderung der im 
Kanalstrahlbündel verloren gehenden absoluten Menge von Teilchen. 
Trotz dieses bei jedem Umlauf des Energiewirbels sich um den gleichen 
Bruchteil verringernden Verlustes müßte die Entladung erlöschen, 
wenn nicht gleichzeitig etwas Neues hinzukäme. Der Bruchteil x, 
der vom positiv gerichteten Gesamtstrom (Pinsel) durch den Kanal 
hindurchtrifft, vermindert sich bei konstant gehaltenem V und p in- 
folge der Veränderung der Stromdichteverteilung im Bündel. Aus 
den oben behandelten fallstatistischen Gründen bildet sich an Stelle 
des vor Öffnung des Kanals bestehenden vollzylindrischen Bündels 
ein hohlzylindrisches aus, das durch Lochkameraanfnahme des Rönt- 
genbrennflecks leicht nachgewiesen werden kann’), Die Kanalstrahl- 
ausbeute wird daher geringer. Erst hierdurch kommt der Schwächungs- 
prozeß zum Stillstand und die Entladung wird bei inzwischen un- 
verändert gebliebenem V und p stationär, sofern p nicht zu klein 
ist. Der positiv gerichtete elektrische Strom, der vor der Öffnung 
des Kanals die Kathode traf, ist nicht nur um den abgeleiteten 
Kanalstrom schwächer geworden, sondern ganz erheblich mehr, so 
als ob sich etwa der Druck vermindert hätte. In der Tat kann 
man den Elektrodenstromdefekt ausgleichen durch Gasdichteerhöhung 
bei unverändertem V. Der durch die y-Prozesse erzeugte Kathoden- 
strahlstrom vergrößert sich dann zwangsläufig mit. Die obige Statio- 
näritätsbedingung des Einzelkreislaufes der Ladungsträger 


a) 


1) Andere durch Kanalkathoden erzeugte ringförmige Brennflecke vgl. 
H. Seemann, Phys. Ztschr. 22. S. 581—582. 1921; Ztschr. f. Phys. 55. S. 371 


i 


1 


q 
| 
| 
% 
ir, 
“g = 
> 3 
U 
> 
on 
Mayen 
te 
7 Pr 


144 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 23. 1935 


ist vor und nach der Druckerhöhung erfüllt, da in ihr alle Defekte 
eingeschlossen sind, gleichgültig wo und wie sie entstehen. Bei Off- 
nung eines nicht allzu engen Kanals in einer mit hoher Spannung 
und wenig Strom (hohes Vakuum) betriebenen Röhre kommt es da- 
gegen immer zum Abreißen der Entladung, auch wenn man den 


Druck in der Hauptentladungsstrecke konstant hält. 


Kanalstrahlröhren arbeiten demnach mit höheren Drucken als _ 


gleichartige Röhren ohne Kanalbohrung. 
Experimentell werden diese Verhältnisse mit einem Dreiwege- 
ventil geprüft, wie es Fig. 2 zeigt. Die Aluminiumkathode K ist | 


Fig. 2. Zylindrische Kanalkathode 
mit verschlieBbarer Kanaleintritts- 
öffnung B. Der Verschlußkonus D 
ist um die Achse E unter Vakuum 
von außen drehbar und verschließt 
in vertikaler Stellung (gestrichelt) die 
nicht von geladenen Teilchen erreich- 
bare Öffnung A. Der Gasströmungs- 
widerstand B—C ist gleich dem von 


hohl ausgebildet und besitzt außer der normalen Kanalbohrung B 
und deren Verlängerung C eine vom lonenhauptstrom nicht ge- 
troffene Seitenéfinung A von gleicher Größe und Tiefe wie B. A und 
B lassen praktisch gleich viel Gas durchströmen. Der Aluminium- 
Ventildeckel D ist mittels eines nicht abgebildeten Gestänges, das 
vakuumdicht von außen in die Entladungsröhre eingeführt ist, um 
die Achse E schwenkbar, so daß er entweder A oder B hinreichend 
luftdicht verschließt, in letzterem Falle so gut passend, daß das 
Kathodenstrahlbündel bzw. der Ionenstrahlbrennfleck sich auf ihm 
ansiedelt. 

Die Vorrichtung ermöglicht es, bei unveränderter Einstellung 
der Gasströmung durch die Röhre unveränderten Druck aufrecht 
zu erhalten, um so genauer, je länger C gewählt wird. 

Die Gasentladungen im hohen Vakuum besitzen bekanntlich 
„selbständige Stabilität“. Sie bedürfen nicht, wie die Glimm- und 
Bogenentladungen, eines Vorschaltwiderstandes im Stromkreis, der 
die Aufgabe hat, Energie verzögerungsfrei aufzunehmen oder ab- 
zugeben, sobald der an sich labile Strom nach der einen oder 
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anderen Seite umzukippen beginnt. Auch im hohen Vakuum sind 
die beiden Hauptprozesse der Gasionenbildung und der Metall- 
elektronenauslösung in ihrer Wechselwirkung labil. Die bei kon- 
stant gehaltenem V, p und d tatsächlich beobachtete selbständige 
Stabilität kann daher nur in den mit den Hauptprozessen dynamisch 
gekoppelten Nebenerscheinungen gesucht werden, die mindestens so 
viel Energie verzögerungsfrei aufnehmen und abgeben können wie 
die Vorschaltwiderstände der Glimm- und Bogenentladung. Ebenso 
wie letztere müssen sie bei Beginn der Stromzunahme über den zu 
V, p und d gehörigen Normalwert hinaus unverhältnismäßig mehr 
Energie für sich beanspruchen oder abführen und bei Stromabnahme 
unverhältnismäßig schwächer werden. Hierbei ist es ausschlaggebend, 
ob die Energie nur vom HauptprozeB in die Nebenprozesse abflieBen 
kann oder auch umgekehrt, oder ob sie schon bei kleinen Strom- 
änderungen die Richtung wechseln kann. 

Es befriedigt nicht, die selbständige Stabilität mit dem Hin- 
weis zu erklären, daß der Kathodenfall im hohen Vakuum bis zur 
Anode reiche oder daß sich Raumladungen ausbildeten, die durch 
Feldverzerrung wie ein Ventil regulierend auf die Strombildung 
einwirkten. Vielmehr sind diese Gründe lediglich statische Zu- 
stände, die durch die gesamte Trägerbildungsdynamik einschließlich 
der Wärmeerzeugung als primäre Ursache geschaffen werden. Das 
Hauptaugenmerk verdient auch hier das Bündelungsphänomen der 
geladenen Teilchen einerseits und die Energie- und Richtungs- 
verteilung der neutralisierten Teilchen andererseits in Abhängigkeit 
von der Stromstärke- und Dichte, weiterhin die Reflexionen der 
Träger aller Art an den Metallwänden und ihr Verhältnis zur 
Wärmeabgabe. 

Die Frage, welchem der beiden Hauptprozesse, « oder y, der 
Kanaldefekt formal zugeschrieben werden müsse, wenn man die 
Entladungsdaten in Kanalstrahlröhren aus den Spannungs- und 
Druckfunktionen von « und y berechnen will, ist unschwer zu be- 
antworten. Nur & kann hierfür herangezogen werden, denn y ist 
vom Druck unabhängig. Auch « ist in dem Bereich der in Fig. 3 
gezeichneten Kurve A, die bis zum Maximum aus experimentellen 
Daten bestätigt ist, wenig abhängig von p. Erst in dem Bereich 
hinter dem Maximum der Kurve kommt die Druckabhängigkeit zur 
vollen Wirkung. Die Kurve ist durch eine Funktion von der Form 


p 
(2) ® = A ‘ cr E 
Pp 


in guter Annäherung dargestellt, worin A und B Gaskonstanten sind. 
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Bei den Drucken und Spannungen, die in vorliegendem Falle 


in Frage kommen, befindet man sich immer hinter dem Maximum, _ 


also auf dem vermutlich immer weiter absteigenden Aste der Kurve, 
der nur zum kleinen Teil in der Fig. 3 enthalten ist. Die Ionisierunz 
nimmt hier aus den bekannten Gründen mit zunehmender Spannung 


+ 


+ 


Lt Lit 
234570 
Fig. 3. 
Kurve A: a@-Prozesse im Gase. 
7 Ordinate: Von einem Kathodenelektron auf 1 cm seiner Bahn in Wasserstoff 
erzeugte Ionenpaare, auf gleichen Druck bzw. gleiche Molekiilzahl 
._ lonenpaare 
y reduziert, in : . 
em mm Hg 
Abszisse: Reduzierte Feldstärke = in 
Kurve B: y-Prozesse am Kathodenmetall. 
Ordinate: Von einem H,-Ion befreite Anzahl y-Elektronen. 
Abszisse: Von den erzeugenden Ionen durchlaufenes Spannungsgefälle in Volt. 


bei unverändertem Druck ab. Das bei den vorliegenden Messungen 
in Frage kommende Gebiet der Kurve liegt außerhalb der Fig. 3. 

Um diese Kurve zur praktischen Berechnung einer Kanalstrahl- 
entladung zu benutzen, wird man in erster Annäherung den aus 
den gemessenen Werten von p, V und d gewonnenen Wert von 
«/p um einen bestimmten Bruchteil vermindern, der mit der Kanal- 
weite zunimmt, denn der Verlust an Kanalstrahlteilchen ist im Ge- 
samtentladungshaushalt äquivalent mit einem beliebigen anderen 
rückwirkungsfreien Verlust, etwa Rekombination, der im «-ProzeB 
inbegriffen ist. Für jede Kanalweite würde man daher eine niedriger 
liegende Kurve von ungefähr gleicher Form bekommen, die in dem 
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benutzten logarithmischen Koordinatennetz durch Parallelverschiebung 
der normalen Kurve in der Ordinatenrichtung entstanden gedacht 
werden kann. 

Für die Orientierung genügt es zunächst zu wissen, ob das 
Maximum der Kurven sich etwa weiter nach hohen E/p-Werten 
verschiebt oder ob es sich in dieser Richtung stark verflacht, denn 
die Entladung bei so geringen Gasdichten, wie sie hier in Frage 
kommen, verdankt eine ihrer wichtigsten Eigenschaften, die „selb- 
ständige Stabilität“ (ohne Ballastwiderstand im Stromkreis), teilweise 
dem Umstand, daß «/p mit E/p sinkt oder höchstens konstant bleibt, 
während die zugehörigen stark heterogenen y-Werte noch auf dem 
ansteigenden Ast der gewonnenen y-Kurve B in Fig. 3 liegen, min- 
destens ihr Mittelwert. Wenn A mit zunehmender Spannung stark 
abfiele, müßte ein weiter Spannungsbereich existieren, in dem der 
Verlust an Erzeugnissen der «-Prozesse durch die y-Prozesse soeben 
ausgeglichen würde. Die Entladung würde Sättigungscharakter') 
annehmen, und wenn man das Maximum der y-Ausbeute gleichfalls 
überschritte, müßte Sperrcharakteristik einsetzen (abnehmender Strom 
mit zunehmender Spannung). 

Derartige Strom-Charakteristiken sind an gewöhnlichen, für 
hohe Spannungen gebauten Gasentladungsröhren in der Technik be- 
kannt, z. B. das Überhartwerten der Ionenröntgenröhren für 180 kV 
Durchschlagsspannung. Sie lassen sich aber auch bei Kanalstrahl- 
röhren beobachten, jedoch nicht annähernd bis zu so hohen Spannungen 
und Vakua, je nach Weite des Kanals, denn von diesem hängt es 
ab, um wieviel der Druck erhöht werden muß, um genügend Haupt- 
strom hindurchzulassen. 

Die Gründe dafür, daß Spannungen über 100 kV in Kanal- 
strahlröhren viel schwerer erreichbar sind als in gleichgeformten 
Röhren mit geschlossener Kathode und bei weiten Kanälen 70 kV 
nicht überschritten werden können, liegen offenbar in der im all- 
gemeinen mit der Spannung zunehmenden Verlustkonstanten x 
(Kanalkonstante). Obgleich diese Vermehrung der Kanalstrahlaus- 
beute das experimentelle Hauptziel der Messungen war, mußte doch 
wegen der erwähnten Unruhe der Entladungen kurz vor Erreichung 
der Höchstwerte der Spannung auf niedrigere Werte zurückgegriffen 
werden. Hierbei gelingt es zwar leicht, hohe Stromstärken zwischen 
den Elektroden zu erreichen, aber nur eine unwesentliche Erhöhung 
der Kanalstromstärke und so gut wie keine Erhöhung ihrer Gesamt- 
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energie (vgl. Schmelzversuche am Schluß). 
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Der Pinsel verbreitert sich, wie man unmittelbar beobachten 
kann, mit zunehmender Stromstärke über eine größere Fläche auf 
der Kathode. Die Stromdichte im Kern des Pinsels wächst wenig. 

Die Stromvermehrung kommt dem Kanalstrahlbündel also nicht zu- 
gute. Außerdem wird der Pinsel diffuser, wie man an der vermehrten 
_ Divergenz des austretenden Kanalstrahlbündels erkennen kann. Es 
gibt für die Wahl aller maßgebenden Faktoren bei vorgegebener 
_ Kanalweite und Röhrenform ein ziemlich ausgeprägtes Optimum, daß 
nur durch das Experiment gefunden werden kann. Daß die genaue 
Zentrierung des Kanals mit beiden Elektroden eine wichtige Voraus- 
‚setzung für das Gelingen ist, möge hier hervorgehoben werden (vgl. 
unten die Zentrierungstendenz des Pinsels). 

Es hatte zunächst den Anschein, als ob man sich mit dieser 
Erkenntnis abfinden müsse, da die durch die beiden Kurven in 
Fig. 2 dargestellten Eigenschaften der Leitfähigkeitserzeugung un- — 
zweifelhaft fast allein wirksam sind. Es blieb nur noch die bessere a 


Ausnützung eines dritten Faktors übrig, der Reflexion der Träger, x. 


insbesondere der Elektronen an der Metallwand. Hier waren schon 


ältere Beobachtungen von H. Seemann!) gemacht worden, die zur 


erheblichen Verbesserung der Entladung in reinmetallischen Ent- 
ladungsgefäßen geführt hatten (vgl. unten). 

Die Retlexion der Elektronen wirkt wie eine Wegverlängerung 
ohne Vergrößerung des Elektrodenabstandes, also ohne Verminderung 
der Feldstärke in dem wichtigsten Raume in der Nähe der Kathode. 
Dadurch wird die Elektronenenergie erheblich besser zur lonenbildung 
ausgenützt, so daB man bei gleicher Spannung und gleichem Vakuum 
höhere Stromstärke erzielt. Unter diesen Bedingungen ist offenbar 
der Kanalstrahlpinsel dünner und geradliniger als in gewöhnlichen 
Röhren. Sättigung und Sperreffekt werden weiter hinausgeschoben. 
Der bei hohen Drucken erhebliche und für die Energieausbeute 
günstige „Umwegfaktor‘‘, der im hohen Vakuum kaum noch vor- 
handen ist, wird durch die Wandreflexionen ersetzt. 

Die Wegverlängerung der Elektronen allein ist aber nicht das 
einzige Mittel zur Verbesserung der angestrebten Wirkungen. Es 
gilt außerdem noch, die auf den Retlexionswegen erzeugten Ionen 
auf der bestgeeigneten Stelle der Kathode auftreffen zu lassen. 

Das kann nur durch günstige Feldverteilung erzielt werden, 
durch die Form der Elektroden, da die Reflexion diffus ist. Die 
tiefe glockenförmige Hohlanode, wie sie schon a. a. 0. verwendet 
wurde, erwies sich aus diesem Grunde auch fiir den vorliegenden 


1) H. Seemann, a.a. O. 
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Zweck als weitaus am günstigsten. Sie gewährleistet nicht nur eine 
3—4-malige Reflexion der Elektronen!) innerhalb der Anodenglocke, 
sondern auch eine schnelle Abführung der auf diesen Reflexions- 
wegen erzeugten positiven Ionen zur Kathode. In Fig. 4 ist die 
Anordnung schematisch gezeichnet. Beide Elektroden sind kugel- 
förmig gedacht. Nur die Elektronenbabnen sind als gestrichelte 
Linien eingetragen. Die örtlichen Geschwindigkeiten sind durch 
verschieden lange Striche angedeutet. Das Bild entspricht der 
photographisch aufgenommenen Verteilung der reflektierten Elektronen 


Fig. 4. Reflexion des Kathoden- 
strahlbündels bei hohem Vakuum 2 

in ganzmetallischen Entladungs- 
räumen mit Glockenanode und 
konvexer Kanalkathode, Der 
Röhrenansatz T gestattet Beob- 
achtung des Kathodenstrahlbün- 
dels durch das Fenster F. Der 
Lochkameraansatz GS besitzt 
unter dem Fenster G einen Leucht- 
schirm S, der die Art, Richtung , 
und Stärke der durch das Dia- 
phragma eintretenden Strahlen 
unter Zuhilfenahme eines kleinen 
wenig streuenden Magneten fest- 

zustellen erlaubt 


in Glühkathodenentladungsröhren?),. Bei der im vorliegenden Falle 
sehr geringen Gasdichte weicht die Feldverteilung von der im reinen 
Elektronenvakuum wenig ab. Es kommt nicht zur Bildung von 
stark abschirmenden Raumladungen, da die sehr zahlreichen reflek- 
tierten Elektronen auf einer großen Fläche verteilt sind und sich 
in überwiegender Mehrzahl dicht um den Brennfleck und nahe an 
der Hohlanodenwand halten. Nur hier also tritt die zusätzliche 
starke lonisation auf. Es bildet sich also wohl eine große, aber 
sehr dünne Ionenwolke aus, die deswegen auch kaum sichtbar ist. 
Die deutliche Erhellung des Innenraumes mag von dieser diffusen 
Raumionisation herrühren. Sie kann aber auch unmittelbar vom 
Leuchten der Metalloberfläche mit ihrer Al- oder Cu-Oxydschicht 
herrühren. 

Jedenfalls überwiegt die Dichte der leuchtenden Teilchen im 
Kanalstrahlpinsel, der im hohen Vakuum nicht dicker ist als das 
Kathodenstrahlbündel, die übrige Leuchtdichte bei weitem, solange 


1) H. Seemann u. K. F. Schotzky, Ztschr. f. Phys. 71. S. 1—25. 1931. 
2) H. Seemann u. K. F. Schotzky, a. a. O. 
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überhaupt noch etwas von ihm sichtbar ist. Letzteres ist in Ganz- 


metallentladungsräumen bis zu 60 kV immer der Fall, besonders 


wenn man durch den Kanal oder von einem dicht neben dem 
Brennfleck eingesetzten langen Beobachtungsrohr hineinblickt. Mit 
derartigen Ansatzröhren T und.Kameras S wurden auch die Ver- 
teilung, Richtung und magnetische Ablenkbarkeit der reflektierten 
Elektronenbahnen nachgewiesen, wie sie Fig. 4 zeigt. 


Der Beweis für die Unentbehrlichkeit der reflektierten Elek- = 


tronen zur Aufrechterhaltung des Stromdurchgangs bei hohem 
Vakuum ist leicht zu erbringen, wenn man das Rohr T an der 
Stelle von B ansetzt. Es gehört dann ein ganz erheblich höherer 


Druck dazu, um die Entladung bei gleicher Stromstärke in Gang > 
zu halten und dadurch sinkt die Ausbeute an abgeleiteten Kanal- 
strahlen auf einen Bruchteil herab, ganz analog der oben behandelten 


Erscheinungen beim Öffnen der Kanalbohrungen der Kathode. 


Diese Erscheinung wurde schon bei der a.a.O. beschriebenen Röntgen- 3 5 
röhre (1917) beobachtet und führte dazu, das verjüngte Ende der 


Röhre, in der die Antikathode sitzt, so kurz und weit als angängig — 
zu halten, damit möglichst viel reflektierte Elektronen in den Haupt- 
raum zurückgelangen können. Bei dünnwandigen Anodenglocken 
aus Eisen oder Neusilber kann man die Stellen, wohin die vom 
Brennfleck reflektierten Elektronen fallen, an ihrer Erhitzung er- 
kennen. 

Da die vorliegenden Messungen nur im Röntgenvakuum er- 
folgten, ist die ionisierende Mitwirkung der Röntgenstrahlen, gleich- 
falls wesentlich verstärkt durch die große Hohlanode, zweifelsohne 
erheblich. 

Auch in Entladungsgefäßen mit Glaswänden spielen die vom 
Brennfleck reflektierten Elektronen eine große und ausschlag- 
gebende Rolle. Der wesentliche Unterschied gegenüber Metallwänden 
ist der, daß das Glas sich mit Ionen und Elektronen belädt und nun 
seinerseits als Elektrode von örtlich stark variabler Spannung wirkt. 
Sie zieht nach erfolgter Aufladung mit Elektronen positive Ionen 
an, die neutralisiert werden usw. Es findet ein intensiver Ladungs- 
austausch an der Glasobertläche statt, der sich nicht im freien Fluge 
wie im Gase, sondern kriechend längs der Glasoberfläche vollzieht, 
wobei die dielektrische Polarisation des Glases außerordentliche 
Hemmungen und Energieverlust verursacht. Auf jeden Fall ist das 
Vorzeichen der Spannung in der Nähe einer offenen in einer Glas- 
röhre sitzenden Anode auf der Innenseite des Glases negativ und 
die Spannung ‚hier am höchsten, so daß zwischen Glas bzw. Por- 
zellan und Anode ein starkes Feld entsteht. In der Nähe einer 
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offenen im Glasrohr liegenden Kathode überwiegt dagegen die po- 
sitive Ladung, aber in geringerem Maße als an der Anode. 

Das von den innern Glasladungen erzeugte Feld ist demnach 
entgegengesetzt gerichtet dem Elektrodenfeld. Aus diesem Umstand 
und dem ruckartigen Gleitfunkenausgleich im Innern des Glasrohres 
ergibt sich die Unberechenbarkeit der Feldformation und des Ent- 
ladungsvorganges, die der Erforschung der Röntgenvakuum-Ionen- 
entladung so große Hindernisse bereitet. Daß die durch Influenz auf 
der Außenseite der Glasröhren hervorgerufenen entgegengesetzten 
Aufladungen im Außenluftraum ein mit dem Elektrodenfeld an- 
nähernd gleichgerichtetes Feld erzeugen, vermag die Mängel des 
Glasentladungsraumes nicht zu mildern. 

Für alle exakten Messungen an lonenentladungen im hohen 
Vakuum ist ein ganzmetallischer Entladungsraum aus entgastem 
Metall unerläßliche Voraussetzung und die Abschirmung des um- 
hüllenden Isolationsrohres gegen Aufladung, sowohl solche, die aus 
dem Innern des Metallraumes als auch solche aus dem Außenraum 
um die Elektroden, ist sehr wünschenswert. 

Es mag noch erwähnt werden, daß Glas oder Porzellanrohre 
mit vielen tiefen, engen Ringnuten (Wellen) auf der Innenwand und 
auch auf der Außenwand eine sehr viel günstigere Feld- und Auf- 
ladungsverteilung ermöglichen, aber für Feldberechnung und Mes- 
sungen naturgemäß noch unzugänglicher sind. 

Die Abschweifung zu den Feld- und Strömungsverhältnissen in 
Glasentladungsröhren hatte den Zweck zu zeigen, daß die reflek- 
tierten Elektronen auch in solchen Röhren die Entladung sehr stark 
beeinflussen, aber in wesentlich anderer und vorwiegend ungünstiger 
Weise. Günstig für den vorliegenden Zweck ist nur die Vermehrung 
der Ionisation durch die reflektierten Elektronen. Diese aber ist in 
Röhren mit metallischem Entladungsraum in gleichem Maße vor- 
handen. Sie bewirkt, daß die Entladung mit einem Minimum an 
Gasdichte in Gang gehalten werden kann, und daß der Kanalstrahl- 
pinsel infolgedessen sehr dünn ist und zum großen Teil durch den 
Kanal hindurchgelangen kann. 

Es fragt sich nun, welchen Weg die durch die reflektierten 
Elektronen gebildeten, ringsherum von der Anodenwand nach der 
Kathode zu fliegenden Teilchen nehmen. Es ist aus Gründen der 
Feldrichtung klar, daß die wenigsten von ihnen auch nur die Kanal- 
öffnung treffen, geschweige denn durch den Kanal hindurchgelangen 
können. In der Tat bewiesen Versuche mit unterteilter Kathode, 
daß alle Teile der Kathode, soweit sie in Fig. 4 abgebildet ist, von 
auftretenden Teilchen erhitzt wird. Es müssen daher auch von 


aa 
a 
~ 
i) 
> 
A x 


diesen Stellen 


ringsherum nach 


Fig.5. Kanalstrahlröhre 

für hohe Spannungen. 
Die oben liegende Hohlanode ist _ 
samt ihrer Kühlwasserzuführung 
vom Porzellanrohr umschlossen 
und mittels Schrauben wäh- 
rend des Betriebes zentrierbar. 
Nur die Schlauchanschlüsse für — 


das Kühlwasser ragen heraus. 
Die Kathode ist mit der Pumpe © 
verbunden und geerdet. Ds 


Einströmventil ist oberhalb des 
zur Pumpe führenden Metall- — 
schlauches angebracht. Trocken- 
vorlagen und Vorvakuumgefäße 


für das dem Ventil zugeführte aa 
Gas sind nicht abgebildet. Der 
in dem unteren Glasrohr sitzende 


Kanalstrahlauffänger ist verkürzt 
dargestellt. Er reicht im Ge- 


brauch mit seiner Auffangöffnung 


ins Innere der vertikalen Metall- 


rohrteile hinein bis dicht unter __ 


den Porzellankörper. Die Kanal- 
kathode beginnt etwa am unteren 
Rande des Porzellans. 

Für die Untersuchungen mit den 
in Fig. 4 abgebildeten Beob- 
achtungsansätzen wurde an Stelle 
des langen kegelförmigen Por- 
zellanisolators ein kurzer, breiter 
Porzellanring benutzt, aus dem 


die glockenförmige Anode zum 


größten Teil herausragte 


allen Seiten Kathodenstrahlen 


emittiert werden, die allerdings auf der Anodenglocke eine sehr | 
geringe Dichte besitzen, alle zusammen aber doch beträchtlich sind. 
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Die oben beschriebene Begünstigung und Stabilisierung der 
Kanalstrahlerzeugung durch die von den reflektierten Elektronen 
überall im Entladungsraum erzeugten Ionen kann daher kaum an- 
ders erklärt werden, als daß dieser der Kanalstrahlabführung un- 
abhängige Teil der Gesamtentladung das stabile Rückgrat der Ent- 
ladung bildet. 

Die aus dem sichtbaren Pinsel fast senkrecht auf die unmittel- 
bare Umgebung der Kanalöffnung auftreffenden Teilchen wären wegen 
der schnellen Änderungen der Oberflächenbeschaffenheit der Kathode 
nicht imstande, eine so gleichmäßige Elektronenemission zu erzeugen 
wie sie auf der übrigen, örtlich unvergleichlich geringer beanspruchten 
Kathodenoberfiäche stattfindet. 

Ein weiterer Beweis für die Wichtigkeit der Ausdehnung der 
Entladung auf einen großen Raum ist die außerordentliche Ver- 
schlechterung der Entladung im Sinne der Kanalstrahlableitung, 
wenn die Elektrodenoberflächen bei unverändertem Kanal wesentlich 
kleiner gehalten werden als in Figg. 2 und 4 oder anders geformt 
werden, und andererseits das in allen Fällen unveränderte Aussehen 
des Bündels. Ganz besonders nachteilig ist es, wenn der der Anode 
zugewandte Teil der Kathodenoberfläche um den Kanal herum sehr 
klein ist, wenn also z. B. eine lange Röhre mit dünner Wand als 
Kanalkathode benutzt wird, die noch dazu weit außerhalb der Anode 
liegt. Durch derartige Maßnahmen kann die Kanalstrahlausbeute 
um mehr als eine Größenordnung herabgesetzt und die Konstanz 
der Entladung bis zur Unbrauchbarkeit verringert werden. 


ny 
Zusammenfassung 


Das experimentelle Resultat der Versuche zur Leistungssteige 
rung von Kanalstrahlröhren ist kurz das folgende: 

Es kommt nicht darauf an, die gesamte Entladung in das sicht- 
bare Bündel zusammenzupressen und es durch einen weiten Kanal 
nach außen abzuführen, sondern darauf, einen erheblichen Teil der 
Entladung weit außerhalb des Kathodenstrahlbündels zu erzeugen, 
aber hierbei die Teilchen (positive und neutrale), die auf die Kathode 
aufprallen, nicht allzuweit vom Kanalrand entfernt auftreffen zu 
lassen, damit die emittierten Elektronen in das Kathodenstrahl- 
bündel hinein oder doch in seine nächste Nähe gelangen können. 
Energetisch bedeutet das folgendes: Der zur Aufrechterhaltung der 
selbständigen Entladung vom Röhrenstrom abgezweigte Energiefluß 
soll beim Hingang zur Kathode einen breiten Raumkegel durch- 
strömen, dessen abgestumpfte Spitze auf der Kathode sitzt, beim 
Rückfluß zur Anode dagegen zusammengedrängt zum größten Teil 
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seitwärts auf die Anodenglocke und in den von der Hohlanode um- 
schlossenen Gasraum wandern. 

Es gelingt unter Berücksichtigung obiger Richtlinien, dem Haupi- 
strom bei 60 kV bis zu 50°/, Kanalstrahlstrom zu entziehen (0,5 mA 
von 1 mA), ohne daß die Entladung unruhig wird. Die Kanalstrahl- 
stromstärke stellt nur die positiven Kanalstrahlteilchen dar, zu der 
noch die neutralen hinzuzurechnen sind, die auch im Hauptstrom 
nicht mitgemessen werden. 

Die Kanalweite betrug 5 mm Durchmesser, die Länge 6 mm. 
Der Auffänger war hohl und tief genug, um keine in ihm gebildeten 
oder reflektierten Teilchen in nennenswerter Menge austreten und 
dadurch das Resultat zu hoch erscheinen zu lassen. Ein an seine 
Stelle gebrachtes Silberblech von 0,3 mm wurde in wenigen Sekun- 
den durchgeschmolzen, wenn die Kanalstrahlstromstärke 1,5 mA bei 
60 kV Betriebsspannung und 5 mA Gesamtstromstärke betrug. Ge- 
ringfügige Änderungen der Elektrodenform können die Ausbeute 
auf wenig Prozent herabsetzen. Auch bei engen Kanälen sinkt die 
Ausbeute und absolute Stromstärke ungefähr proportional dem Quer- 
schnitt des Kanals. Desgleichen vermindert sich mit der Länge der 
Kanäle die Kanalstromstärke erheblich, ein Beweis, daß die einfallen- 
den Kanalstrahlen stark konvergieren. Die genannten sehr hohen 
Ausbeuten konnten nur durch Ausnutzung des ganzen divergierenden 
Bündels erzielt werden. 

Zur Aufrechterhaltung einer stabilen Kanalstrahlentladung mit 
hohem Nutzeffekt ist die günstige Verteilung der Strömung auf den 
Bündelstrom (Pinsel) einerseits und den diffusen Teilchenübergang 
im übrigen Entladungsraum ausschlaggebend. Letzterer muß be- 
günstigt und. stabilisiert werden, um ersterem durch den Kanal 
hindurch einen großen Stromanteil entziehen zu können. Das wich- 
tigste Mittel hierfür ist ein ganzmetallischer Entladungsraum, dessen 
Anode die konvexe Kathode glockenförmig umschließt. Hierbei wird 
durch mehrfache Reflexion der Elektronen an der Anode und ent- 
sprechend vermehrte Sekundärelektronenerzeugung eine wesentlich 
erhöhte Ionisation eines breiten Raumes geschaffen (zu der auch 
noch die Wirkung der starken Röntgenstrahlen hinzukommt), der 
von den Schwankungen der Pinselentladung weniger abhängig ist. 

Es gelingt unter diesen Bedingungen, die Spannung bei konstant 
gehaltener Stromstärke i und gegebener Kanalweite durch Vakuum- 
erhöhung weiter zu steigern als in gewöhnlichen Kanalstrahlröhren 
und dadurch einen größeren Teil des Pinselstromes in den Kanal 
abzuleiten, also eine größere Stromdichte j im Pinselkern zu er- 
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zeugen bei erhöhter Energie V.El der geladenen und neutralisierten 
Kanalstrahlteilchen. 

Dagegen bringt eine Erhöhung des Hauptstromes ? zwischen 
den Elektroden bei konstant gehaltener Spannung, also durch Va- 
kuumerniedrigung, keine wesentliche Erhöhung des Kanalstrahlstromes 
mit sich, bei starker Vakuumerniedrigung sogar eine starke Ver- 
schlechterung der Kanalstrahlausbeute, weil der Pinselquerschnitt 
mit zunehmender Stromstärke über den Rand des Kanals hinaus 
wächst, die Stromdichte im Pinselkern dagegen nicht zunimmt. 

Die scharfe Bündelung und die Symmetriestabilität von Ent- 
ladungen in hohem Vakuum wurde auch in zylindrischen ganzmetal- 
lischen Entladungsräumen bis zu 40 cm Durchmesser bei 15 cm Höhe 
beobachtet. Sie ist demnach keine charakteristische Wirkung von 
Glaswandaufladungen, vielmehr ein Ergebnis der Fallstatistik der 
Teilchen. 

Infolge des sehr starken Einflusses der kleinsten Einzelheiten 
der Elektrodenform und ihrer gegenseitigen Lage ist es zwecklos, 
Zahlenangaben über die obigen experimentellen Ergebnisse der Be- 
zichungen von V,p,i,j,d,x und der Kanaldimensionen zu machen. 

Zur Nomenklatur ist zu bemerken, daß die behandelte Ent- 
ladungsform nicht zu den Glimmentladungen gerechnet wurde, zu- 
nächst rein äußerlich, weil sie fast dunkel ist und die typischen 
glimmenden Leuchterscheinungen fehlen, dann aber vor allem wegen 
ihres geradlinigen Strahlungscharakters und des Überwiegens des 
Energietransportes über den Ladungstransport unter überragender 
Mitwirkung des Elektrodenmetalls. Vielleicht ist die Kennzeichnung 
„schnelle Gasstrahlenentladung“ vorteilhafter. 


Die Fertigstellung der Arbeit ist der wertvollen Unterstützung 
des Herrn Präsidenten der Deutschen Forschungsgemeinschaft, 
Prof. J. Stark, und der Freiburger Wissenschaftlichen Gesellschaft, 
Geheimrat Prof. L. Aschoff, zu danken. 
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Längsschwingungen von kreisförmigen Quarzplatten 


Von V. Petrzilka 


(Mit 32 Figuren) 


Nach der Theorie von Love!) können sehr dünne, kreisförmige, 
isotrope Platten drei Arten von Längsschwingungen ausführen: 
erstens Schwingungen in der Richtung des Plattenradius (Typus A), 
zweitens Schwingungen in der Richtung senkrecht zum Radius 
(Typus B) und drittens Schwingungen, die in den beiden genannten 
Richtungen gleichzeitig erfolgen (Typus ©). Zur Prüfung dieser 
theoretischen Ergebnisse habe ich zuerst Turmalinoszillatoren der 
Firma Zeiss?), die senkrecht zur optischen Achse geschliffen sind 
und daher den Elastizitätsmodul in der Plattenebene konstant 
haben, verwendet. Zwei Arten von Schwingungen: Typus A und 
Typus B wurden im Einklang mit der Theorie gefunden; bei den | 
Schwingungen des Typus A hat sich aber zwischen den berechneten 
und gemessenen Frequenzen eine zu große Differenz (von 4—6°/ ) 
ergeben, die sich durch die Meßfehler nicht erklären ließ. Eine 
dritte Art von Schwingungen wurde zwar beobachtet, konnte aber 
nicht entschieden werden, ob es sich wirklich um die Schwingungen 
des Typus © handelt. Um auch in dieser Hinsicht zu eindeutigen 
Ergebnissen zu gelangen, wurden diese Versuche weiter an senk- 
recht zur optischen Achse gesehliffenen Quarzplatten fortgesetzt. 
Turmalin hat zwar den Vorteil, daß bei ihm die optische Achse 
mit der elektrischen zusammenfällt und daher die piezoelektrische 
Anregung sehr günstig ist, hat aber den Nachteil, daß er sehr 
selten in großen, fehlerfreien Kristallen vorkommt. Dagegen kann 
man aus Quarz 2- oder 3mal so große Platten als aus Turmalin 
ganz leicht herstellen. Die Forderungen der Theorie — kleine 
Dicke gegenüber einem großen Radius der Platte — können also 
bei den senkrecht zur optischen Achse geschliffenen Quarzplatten 
besser erfüllt werden als bei den Turmalinplatten. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit besteht also darin, erstens 


die erwähnten Versuche, die ich seinerzeit an Turmalinplatten 
angestellt habe, jetzt auch an Quarzplatten und zwar mit größerer 


Genauigkeit zu wiederholen, zweitens auch die Schwingungen dritter 


: Art (Typus ©) entsprechend der Theorie festzustellen. Die Ergeb- 
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nisse dieser Arbeit bieten weiter zwei einfache Methoden dar, welche 
die charakteristischen Konstanten der Kristalle zu bestimmen er- 
lauben: erstens den Elastizitätsmodul und die Poissonsche Kon- 
stante, zweitens die Lage der elektrischen Achsen. 


1. Versuchsplatten und Versuchsanordnung 
Bei den Versuchen wurden 4 kreisförmige Quarzplatten ver- 
wendet; ihre Abmessungen sind in der Tab. 1 zusammengestellt 


Tabelle 1 


Radius a in cm Dicke in mm 


0,7 746 
1 011 
1 023 


1 ‚798 


Alle diese Platten sind senkrecht zur optischen Achse geschliffen; 
die Ebene der Platten I und IV, die von der Firma Zeiss her- 
gestellt wurden, steht mit der Genauigkeit von 1 Min. senkrecht 
zur optischen Achse. Weil in dieser Ebene der Elastizitätsmodul 
konstant, und zwar gleich*) (S. 456) 
(1) E= = 7,862. 10!! (in cmgsec-System) 
il 

ist, so verhalten sich solche Platten mit Riicksicht auf die Schwin- 
gungen in ihrer. Ebene ebenso wie eine isotrope Platte. Auch die 
Poissonsche Konstante o hat in der Plattenebene einen — 
stanten Wert’), 


(2) 


Zur Berechnung der Frequenzen wurde ir spezifische Gewicht 
des Quarzes der Wert 


genommen. 

Die piezoelektrische Anregung erfolgt bei den Quarzplatten 
anders als bei den Turmalinplatten; wegen der drei elektrischen 
Achsen beim (Quarz, die in unserem Falle in der Plattenebene 
liegen, muß man manchmal sechs Elektroden an Enden der elek- 
trischen Achsen verwenden, damit alle Schwingungsarten entstehen 
können. Die Quarzplatte wurde auf eine isolierende Unterlage 
zwischen sechs im Kreise angeordneten Elektroden gelegt und so 
lange gedreht, bis sich die erforderte Schwingung erzeugen ließ. 
Die Elektroden wurden parallel zum Schwingungskreis eines kleinen, 


14 
 Quarzplatte 
2 
ae 
i 
u 
. 
> = 
ii 


158 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 23. 1935 


selbsterregten Senders (mit der Röhre RE134 oder RS241) ge- 
schaltet. Die Knotenlinien wurden durch Aufstreuen von Bärlapp- 
samen auf die schwingenden Platten ausgebildet, die Frequenz 
wurde mittels Harmonischen mit einem Wellenmesser auf 1°/,, 
genau gemessen. 


2. Theorie von Love 


Für den Fall einer kreisförmigen, isotropen Platte, bei dem 
man die Polarkoordinaten r und © mit dem Ursprung im Mittel- 
punkt des Kreises und die Projektionen U und V der Verschiebung u 
und v eines Punktes der Mittelebene auf den Radiusvektor bzw. auf 
die zum Radiusvektor senkrechte Gerade durch die Gleichungen 


u=Ucs®-Vsin®, v= Usin0+VcosO 


einfiihrt, lassen sich die Resultate der Theorie von Love folgender- 
maBen zusammenfassen. 

Es kénnen Schwingungen entstehen, bei denen die Projektionen 
der Verschiebung durch die Gleichungen FEN 


d Jun 


(4) U [4 +n (cosn + sinn @) cos wt 


(5) V —|n nA” un + B— (sinn — cosn ©) cos wt 


gegeben sind. A und B sind nn J, bedeutet Besselsche 
Funktion n-ter Ordnung. Die Frequenz © = 2af, die mit den 
Größen x und x durch die Gleichungen 


zusammenhängt, läßt sich aus den Gleichungen 
| + )n? 2") J, (ca)| 


a da 


(6) x? = o(l — 0) = 20(1+ 


2 
E 


a da a 


| n(1 — a) a) 


bestimmen; a bedeutet Radius der Platte. 
Je nachdem, was für eine Ordnung n man gerade betrachtet, 
können verschiedene Arten von Schwingungen entstehen, die wir 
im weiteren für n = 0, 1, 2 mit den Meßergebnissen vergleichen 
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3. Schwingungen für die Ordnung x = 0 


Für die Ordnung n = 0 gibt es zwei Möglichkeiten, welche es 
erlauben, die Bedingungen (7) und (8) zu erfüllen. Man kann 
namlich in der Frequenzgleichung (7), (8) entweder 
1-o dJ, (xa) 

a da 


(9) A+0, B=0, 0 


oder 


setzen. Daraus ist ersichtlich, daß für diese Ordnung zwei Arten 
von Schwingungen entstehen können, die ich schon an Turmalin- 
platten beobachtet habe und die im vellss wieder als Behwingungen 
des Typus A bzw. B bezeichnet werden. : 


a) Schwingungen des Typus A 
Durch die Bedingungen (9) ist eine Schwingungsart charakte- 
risiert, bei welcher nach Gl. (5) und (4) V verschwindet, U von © 
unabhängig und durch die Gleichung 
(11) U=4J (er)coswt 
gegeben ist. Es können also Schwingungen erzeugt werden, bei 
denen die Verschiebungen nur in Richtung des Radius erfolgen und 
dessen Frequenz sich nach (9) aus der Gleichung 
J, (x a) 


9 
(12) J, (xa) — (1 — 0 


bestimmen läßt; in gg: mit der Gl. (6) ergibt sich ie? ® 


wenn man mit 2, =x,a en Wurzeln der Gl. (12) ER Die 
Knotenlinien (U = 0), die sich auf der schwingenden Platte bilden, 
sind Kreise, dessen Radien man folgendermaßen bestimmt: zu jedem 
Werte von x, bzw. «, berechnet man diejenigen Werte von r, die 
kleiner als a und zugleich Wurzeln von J, (xr) sind [Gl. (11)]; diese 
Werte von r stellen gerade die Radien der betreffenden Knoten- 
kreise dar. 

Diese Schwingungsart wurde zwar schon an Turmalinplatten 
festgestellt, dabei ergab sich aber zwischen den gemessenen und 
den nach der Formel (13) berechneten Frequenzen ein Unterschied 
von 4—6°/,. Aus diesem Grunde haben Giebe und Blech- 
schmidt?) (S. 455) die Frequenzmessungen an einer kreisförmigen, 
senkrecht zur optischen Achse geschliffenen Quarzplatte durchgeführt 
und die Meßresultate in gutem Einklang mit der Loveschen Formel 
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Tabelle 2 


Figur 
in kHz in kHz 


1 
416,2 415,9 


| 94,45 94,09 
| 


569,7 569,8 


gefunden. Die Tab. 2 enthält die Ergebnisse der Messungen an der 
Platte IV, welche mit den berechneten Werten sehr gut überein- 
stimmen. Bei der Berechnung der Frequenzen wurden die Werte 
der Gl. (1), (2), (3) zugrunde gelegt, die Frequenzen selbst wurden 
auf 1°/,, genau gemessen. Die Figg. 1—4 zeigen die Knotenlinien 
fir m=0,1,2,3. Die Kreise sind ein wenig durch die Aus- 
bildung von weiteren Knotenlinien gestört, so daß die Bilder manch- 
mal die dreizählige Symmetrie zeigen. Trotzdem lassen sich an 
den nicht zerstörten Stellen die Radien der Kreise ausmessen. Die 
gemessenen und berechneten Werte sind in der Tab. 3 eingetragen, 
wobei der Radius a der Platte gleich 1 gesetzt wurde. 


Tabelle 3 


r r Yo 


| ro 1 1 2 
beob. ber. beob. ber. 


0,712 0,71 
0,447 | 0,45 | 
0,326 0,33 597 | 0,60 | 0,865 | 0,87 


b) Schwingungen des Typus B 
In ganz analoger Weise wie im Falle a) können nach Gl. (10) 
(4) und (5) Schwingungen entstehen, bei denen U verschwindet, 
V von © unabhängig ist; es können also die Verschiebungen nur 
in Richtung senkrecht zum Radius der Platte erzeugt werden. Ent- 
sprechend der Gl. (5) ist 
und aus (10) ergibt sich die Frequenzgleichung 


Za) 
(16) V = 0,5766 . 105 


Die Frequenz selbst ist nach (6) durch die Formel 


0 | 1,935 
5.357 
ae 
0 Vv Vv 
in 1 0 0 
2 0 0 
Ly 0 0 
hr 
BAT: 
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Tabelle 4 


in kHz | im 


0 5,136 33,7 164,7 + 
1 8,412 ; 269,8 + 
2 11,620 372,7 +! 
3 14,796 474,5 + 


6,1 
4,1 
3,2 
1,5 


In der Tab. 4 sind die gemessenen und berechneten Frequenzen 
für die Platte IV zusammengestellt. Auch bei dieser Schwingungs- 
art gibt die Theorie die Kreise als Knotenlinien, die entsprechenden 
Lykopodiumfiguren 5—8 zeigen aber Knotenlinien mit dreizähliger 
Symmetrie, die ganz ähnlich wie bei den Turmalinplatten aus- 
gebildet sind. Bei den Quarzplatten zeigt sich also in diesem Falle 
dieselbe Abweichung von der Theorie wie bei den Turmalinplatten, 
obwohl die piezoelektrischen Eigenschaften verschieden sind. 


4. Schwingungen für die Ordnung n > 0 


N Eliminiert man aus den Gl. (7) und (8) das Verhältnis arB, so 
bekommt man die Frequenzgleichung in der OW 


n(l (x’ a) a) 


(1 — 9) ZE (x a) . te 
| =< (x 
2 a) (x: 2n? 
a da 
2n | d J,, (x a) 


da 


Weiter ist es notwendig, zwischen den Größen x und x bzw. w 

und ®’ noch eine Beziehung einzuführen, um diese Gleichung über- 

haupt lösen zu können. Damit eine einzige Frequenz entstehen 

könne, muß 

(18) o= 

sein. Für diesen Fall, den wir weiter untersuchen wollen, folgt 

(19) 


wenn man mit 2, = x, a bzw. t= x, a die Wurzeln der Gl. 
bezeichnet. Die Frequenz ergibt sich ‘also zu 


¢ E E 
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Es entsteht in diesem Falle also eine Schwingungsart, die als 
Kombination der beiden vorher beschriebenen Schwingungsarten 
angesehen werden darf. Die Gl. (4) und (5), durch welche die 
Projektionen der Verschiebungen gegeben sind, zeigen eine inter- 
essante Tatsache, daß bei einer und derselben Frequenz drei ver- 
schiedene Knotenlinienbilder erzeugt werden können. Das gleich- 
zeitige Verschwinden von U bzw. V kann nämlich dadurch erreicht 
werden, daß entweder 


A —n +nB 0, cosn@+sinn@=0 
oder 
(21) nA + ") = 0, sinn@O—cosnO=0 
oder 
dJ,, (xr) J, (xr) = J, ad (x r) 
A = +nB =0, nA +B = 0 


ist. Schwingungen von dieser Art, die wir wie bei den Turmalin- 
platten Schwingungen des Typus C nennen wollen, wurden fiir die 
Ordnung n = 1. und n = 2 näher untersucht. 


a) Schwingungen für die Ordnung n = 1 
Die Wurzeln der Gl. (17) für n= 1 und die gemessenen und 
verechneten Frequenzen für die Platte IV sind in der Tab. 5 ein- 
getragen. Zu jeder Frequenz ließen sich wirklich immer drei 
Bilder finden, die in den Figg. 9—16 und I—IV dargestellt sind. 
Zur Ausbildung der Figuren genügen schon meistens zwei Elek- 
troden. Man legt die Platte zwischen die Elektroden und ändert 
durch Umdrehen der Platte so lange ihre Lage, bis es gelingt, die 
Erzeugung der 3 Figuren voneinander zu trennen. Die ausgebildeten 
Knotenlinien sind recht kompliziert und lassen sich daher mit den 
durch die Gl. (21) definierten Knotenlinien — Kreisen und Ge- 
raden — nicht vergleichen. Aus diesem Grunde wurde auch auf 
die Berechnung der Radien der Knotenkreise nach Gl. (21) ver- 
zichtet. Besondere Stellung haben zwischen den Lykopodiumfiguren 
die Bilder I—IV, bei denen sich das Lykopodium in kleine Halb- 


Tabelle 5 


fbeob. foer. | i 

= in kHz in kHz ine 

0 1,717 sı | 8349 | +38 | 9; 18:1 

1 3,57 1701 | 1782 + 6,4 10; 14; II 

2 4,40 215,8 214,0 — 83 11; 15; II 

3 653 3158 | 317,5 + 5,4 12; 16; IV 

| -12,4 
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Figg. 9—16 und I 


Ammalen der Phys. 
4 
= 
© 
a 
. 
~ 
a a f ) | 
- \ 2 ) t a 
+ 
\ ‘ ff. ¥ \ 
: 
5 « 
> «’ > a 
ER 


_ kugeln angehäuft hat. Bei stärkerer Anregung geraten diese Halb- 
 kugeln in sehr heftige Rotation um ihre Achse. 


b) Schwingungen für die Ordnung n = 


In der Tab. 6 sind die gemessenen und berechneten Frequenzen 
für die Platte IV und für n = 2 zusammengestellt. Auch in diesem 


Falle war es immer möglich, bei einer und derselben Frequenz 


drei verschiedene Bilder zu erzeugen (Figg. 17—24 und V— VII). 


Dasselbe, was für n = 1 über die Knotenlinien gesagt wurde, gilt 


auch für diese Figuren. 
Tabelle 6 


fheob. 
in kHz in kHz 


74,59 75,03 
128,4 125,6 
228,9 232,4 
269,0 270,4 
362,6 | 363,2 


Die Frequenzen der Schwingungen des T'ypus A bzw. B, die 


durch die Formeln (13) bzw. (16) bestimmt sind, bieten zwei Be- 
-ziehungen zwischen dem Elastizitätsmodul E und der Poissonschen 


es hier also eine Möglichkeit, die beiden wichtigen Konstanten aus 
den beobachteten Frequenzen umgekehrt zu ermitteln, was von be- 
sonderem Interesse in dem Falle ist, wenn diese beiden Konstanten 
noch unbekannt sind. Die Poissonsche Konstante ergibt sich aus 
der Formel 


m 
> 


2 


und der Elastizitätsmodul aus der Formel 


E- 
Im 


( 


| Die Tab. 7 enthält die nach diesen Formeln berechneten Werte. 


Die Gl. (21) erlaubt die Poissonsche Konstante nur sehr grob zu 


bestimmen. Die Größe F ergibt sich zwar aus den gemessenen 


Werten mit genügender Genauigkeit, die Konstante o selbst läßt 
sich aber als Differenz von zwei Zahlen derselben Größenordnung 
nur mit relativ kleiner Genauigkeit ermitteln. Bei der Berechnung 


= V. Petrzilka. Längsschwingungen von kreisförmigen Quarzplatten 165 a = 
| 
7 
| 
0 1,543 + 5,9 194: 
2 4,78 +15,3 19; 23; VII 
3 5,56 | +52 |20; 24; VII 
4 } 4 | 7,47 + 1,7 
| 5, Bestimmung des Elastizitätsmoduls und der Poissonschen Konstante ER; a 
Konstante o dar. Wegen der guten Ubereinstimmung zwischen den De a 
gemessenen und nach diesen Formeln berechneten Frequenzen gibt +32 er a 
a 
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des Elastizititsmoduls, wie aus der Formel (23) ersichtlich ist, tritt 
dieser Fehler nicht in so großem Maße auf. 


Tabelle 7 
Modulwerte in 10!! in emgsec-Sytsem 


Platte | 


II 168,7 
Ill 166,8 


| 
N 228,0 | 
| 94,45 | 


6. Bestimmung der elektrischen Achsen 


Aber nicht nur die Frequenzen sondern auch die Lykopodium- 
figuren können ihre praktische Anwendung finden. Auf den Bildern 2 
bis 4, bzw. 5—8 ist auf den ersten Blick die dreizählige Symmetrie 
auffallend. Aus diesem Grunde wurde beim Schleifen der Platte II 
die Lage der elektrischen Achsen in ihrer Ebene bestimmt und der 
Zusammenhang zwischen der Lage der elektrischen Achsen und der 
Symmetrieachsen der Figuren gesucht. Dabei hat sich heraus- 
gestellt, daß die Symmetrieachsen der Figuren von Schwingungen 
des Typus A bzw. B die Symmetralen von Winkeln zwischen den 
elektrischen Achsen bilden. Auf Grund dieser Feststellung kann 
man jetzt sagen, daß die Schwingungen des Typus A sich leicht 
mit 6 Elektroden anregen lassen, die man an Enden der elektrischen 
Achsen unterbringt; zur Anregung der Schwingungen des Typus B 
reichen schon 2 Elektroden an Enden der Symmetralen von Winkeln 
zwischen den elektrischen Achsen aus. Man kann also bloß aus 
der Symmetrie der ausgebildeten Lykopodiumfiguren wal die Lage 
der elektrischen Achsen schließen. I 


Zusammenfassung 


_ Senkrecht zur optischen Achse geschliffene Quarzplatten können 


nach der Theorie von Love in der Plattenebene drei Arten von 


Schwingungen ausführen. 

Für die Ordnung n = 0 [Gl. (7) und (8)] können zwei Arten 
von Schwingungen entstehen, eine in der Richtung des Radius 
(Typus A), die andere in der Richtung senkrecht zum Radius 
(Typus B). Beide diese Schwingungsarten wurden in sehr guter 
Übereinstimmung mit der Theorie gefunden. 

Für die Ordnung n > 0 [Gl]. (17)] kann die dritte Schwingungs- 
art (Typus C) erzeugt werden, die als Kombination der beiden vorher 
genannten Schwingungsarten angesehen werden kann. Bei den 


= 
“Seq 
| 
— 
7,876 0,147 a 
yo La, 
[2 
| 
= 
N 
iz 


168 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 23, 985 


Frequenzen der Schwingungen dieser Art wurden für die Ordnung 
n=1 und n=2 ein guter Einklang mit den nach Gl. (20) be- 
rechneten festgestellt. Zu jeder Frequenz lassen sich drei Figuren 
ausbilden; die Knotenlinien sind kompliziert, und deshalb wurde 
auf den Vergleich mit der Theorie verzichtet. 

Die beobachteten Frequenzen der Schwingungen des Typus A 
bzw. B erlauben den Elastizitätsmodul E mit genügender Genauig- 
keit und die Poissonsche Konstante o wenigstens grob zu bestimmen. _ 

Die Lykopodiumfiguren der Schwingungen des Typus A bzw.B 
haben drei Symmetrieachsen, welche die Symmetralen der Winkel _ 
zwischen den elektrischen Achsen bilden. | 


Herrn Prof. Dr. August Zätek möchte ich an dieser Stelle 
für sein lebhaftes und förderndes Interesse und dafür, daß er mir 
zur Durchführung dieser Versuche die experimentellen Hilfsmittel 
zur Verfügung gestellt hat, wärmstens danken. | 
Herrn Dr. Harald Straubel, Jena, bin ich für die freundliche _ 
Überlassung der größten Quarzplatte zu großem Danke verpflichtet. 
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auf die Röntgenstreuung fester 


Von H., Ott 
(Mit 1 Figur) 


§ 1. Einleitung 


Der im Titel genannte und aus der Erfahrung bekannte Effekt, 
daß nämlich die Röntgeninterferenzen von Kristallen mit zunehmen- 
der Temperatur mehr und mehr in Hintergrund treten zugunsten 
einer inkohärenten und (scheinbar) diffusen Streustrahlung, ist im 
Lichte der Quantenmechanik kein anderer als der Ramaneffekt im 
Röntgengebiet. Auf klassischer und hälbklassischer Grundlage wurde 
dieser Einfluß der Wärmebewegung bekanntlich schon frühzeitig 
von verschiedenen Autoren!) behandelt (Waller-Debyescher Tem- 
peratureinfluß); diese älteren Ergebnisse hat Waller vor einiger 
Zeit durch eine kurze wellenmechanische Betrachtung sanktioniert?). 
Was andererseits die Erfahrung betrifft, so werden diese Waller- 
Debyeschen Formeln für die kohärente Streuung durch die Mes- 
sungen?) im großen und ganzen bestätigt, wenn man von einer bei 
hoher Temperatur an NaCl beobachteten Diskrepanz absieht; die in- 
kohärente Streustrahlung ist experimentell leider nur qualitativ be- 
kannt. 

Die erneute Aufrollung des Problems von der theoretischen 
Seite her könnte somit als überflüssig erscheinen. Indessen ist in 
der zuletzt erwähnten wellenmechanischen Arbeit Wallers für die 
Summation und Integration der Streumatritzen eine ur be- 
nutzt, die uns im Falle kleiner Kristallblöcke, hoher Temperatur 
und Röntgenwellen als nicht ganz vorkam; 
auch die beim Kristall stets vorhandene (doppelte) Entartung ist 
darin nicht berücksichtigt. Um nun eine erschöpfende Behandlung 


1) I. Waller, Ztschr. f. Phys. 17. S. 398. 1923 und Diss. Uppsala 1925; 
M. v. Laue, Ann. d. Phys. 81. S. 877. 1927; weitere Lit.-Angabe vgl. Hdbch. 
der Physik, bzw. der Experimentalphysik. 

2) I. Waller, Ztschr. f. Phys. 51. S. 213. 1928. 

3) I. Waller u. R. W. James, Proc. Roy. Soc. London (A), 117. S. 214. 
1927; R. W. James, I. Waller u. D.R. Hartree, ebenda 118. S. 334. 1928. 


Annalen der Physik. 5. Folge. 23. 12 


» 


: H. Ott. Einfluß der Temperatur auf die Röntgenstreuung usw. 169 he 4 
nach der Quantenmechanik 
4 
= 
1284 
-) 
BAT 
a 
3 
Pr 
» 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 23. 1935 


des Ramaneffektes im Röntgengebiet durchführen zu können, sind 
im folgenden die Matrixelemente der Streuung auf funktionentheore- 
tischem Wege (vgl. Anhang) in voller Strenge summiert und integriert. 
Die so erhaltenen Ergebnisse lassen über die Wallersche Arbeit 
hinausgehend eine Anwendung auch auf die Streuung eines einzelnen, 
dynamisch unabhängigen Atoms zu, das quasielastisch an eine feste 
Gleichgewichtslage gebunden sei. In $ 2 ist der Fall eines nicht- 
entarteten, anisotropen Oszillators, in § 3 der eines völlig entarteten 
isotropen Oszillators behandelt. Die an diesem Modell gewonnenen 
Streuformeln waren nun derart, daß für einen Übergang zu einem 
gitterdynamisch gekoppelten Atomsystem die alte Form des Waller- 
Debyeschen Temperaturfaktors nicht so ohne weiteres als gesichert 
erschien, und dies bedurfte noch einer besonderen Untersuchung. Die 
naheliegende Vermutung, daß vielleicht in diesem Zusammenhang 
jene oben erwähnte Diskrepanz an NaCl eine Aufklärung finden 
könnte, hat sich jedoch nicht bestätigt. Die strenge quantenmecha- 
nische Rechnung für das Kristallgitter hat zwar Abweichungen von 
den Wallerschen Formeln herausgestellt; jedoch liegen diese Ab- 
weichungen wohl in fast allen praktischen Fällen außerhalb des 
realisierbaren Temperaturgebiets, bzw. außerhalb des Beobachtungs- 
bereichs der Interferenzen. 

Als Ausgangspunkt für die Berechnung der Röntgenstreuung 
wurde die Diracsche Strahlungstheorie genommen, da die rein 
korrespondenzmäßige Streuungstheorie (die der Wallerschen Arbeit _ 
noch zugrunde liegt) im vorliegenden Problem nicht frei ist von 
gewisser Willkür und begrifflichen Härten. 


§ 2. Die Röntgenstreuung eines einzelnen harmonischen Oszillators 


Der Übersicht halber gehen wir zunächst aus von einem ein- 
fachen Modell: Ein Atom mit einem Elektron sei quasielastisch 
an eine Gleichgewichtslage gebunden; um Komplikationen der Ent- 
artung zu entgehen, denke man sich die Bindung vorerst anisotrop 
mit inkommensurablen Hauptfrequenzen »,, »,, v,. Das Atom stehe 
im Wärmegleichgewicht mit seiner Umgebung und werde von 
einer ebenen, monochromatischen, linear polarisierten Röntgenwelle 
€ = €, cos(wt —fr) getroffen (E: elektrischer Vektor, seine Richtung 


>, 


eae wird im folgenden als „Polarisationsrichtung“ bezeichnet, 


| 
f = k8: Ausbreitungsvektor, 3: Wellennormale). 


Es bedeuten ferner: 
t,: Fahrstrahl nach dem Elektron, 
t,: Fahrstrahl nach dem Kern. 
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Läßt man die riicxtreibende Kraft im Atomschwerpunkt an- 
greifen, so ist die Schrödingersche Wellengleichung für das 
ungestörte Gesamtsystem Elektron + Kern bekanntlich separierbar 
in den Relativkoordinaten r,=t, —t, und den Schwerpunkts- 


ty + ty und die Wellenfunktion hat die Form: 
m+ M 


y= 


koordinaten t, = 


Wenn dieses System im Zustande n (z =E, = 35 bo,) von der 


Röntgenwelle getroffen wird, so gibt die Diracsche Strahlungs- 

theorie!) für die Wahrscheinlichkeit, daß das System unter einem 

E, — Em 
h 

in die Richtung 3’ abbeugt und zur Polarisationsrichtung e’ der 


Sekundärstrahlung beiträgt, den Ausdruck (die rahenettit ist das 


Übergang n—> m ein Lichtquant von der Frequenz „= » + — 


hv-fache !): GENE 
(1) a Int Imi Im din 
= 


bedeuten: 


lam = > | 


> Wei (tt) (e grad,) ¥, dr. 
j entsteht durch Ersatz von f, e durch f, e’. 

Die Summation nach k geht iiber alle Elementarteilchen, also 
hier: Kern, Elektron; der Beitrag des Kerns kann aber wegen 


Br 
W, 


e e . 
. — gestri werden. 
8 chen werde 


Wir wollen im folgenden nur solche Streuprozesse betrachten, 
bei welchen das Elektron im Grundzustand (y = z,) verbleibt, also 
kohärent streut. Dann entfallen in (1) zunächst die Resonanz- 
glieder in der geschweiften Klammer: sie verhalten sich gegen 7 
wie 1/v, da E,— E, jetzt die Energiedifferenzen der Kernschwin- 
gung sind und diese klein sind gegen die Energie hy des Röntgen- 
quants. 

Für die in (1) allein verbleibende Matrix n läßt sich nun mit: 

Pas Ko’ Im und +t, 
1) Vgl. etwa: Handbuch d. Phys. Bd. XXIV/1, 2. Anh, Berlin 1933, 
Art. Wentzel, 8.749 und 43. 
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schreiben: 
=F 
F, ist der bekannte (infolge des Zweikörperproblems nur un- 


wesentlich modifizierte) Atomfaktor der kohärenten Streuung, der 
zweite Faktor ist der Temperaturfaktor: 


(1a) 


a= ade). | 

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem z, (s = 1, 2, 3), in 
welchem die potentielle Energie des Oszillators auf Hauptachsen 
erscheint, zerfällt g, in ein Produkt p, = II y,,, (,)®) und demgemäß 
(2) in drei Faktoren: 

1) (2) 3 


deren jeder die Form hat: 


+ 


4H, „(&) (&,) 
(8) 2 & 2 i 
= fe Ne, 


— co 
H,: Hermitesche Polynome, N 


n V2-n!y 


4 n? My, — 
T, h ©, V 


a) Die kohärente Streuung. Sie berechnet sich aus den Matrix- 
elementen (2) fiir n= m. Da die ausgestrahlte Frequenz gleich ist 
der Primärfrequenz, wird das in den Elementen (3) vorkommende o, 
unabhängig vom Zustand des Oszillators und vereinfacht sich zu: 

1 2 
(4) — c=. 

In einem durch die drei Quantenzahlen n = (n,, ,, n,) charak- 

terisierten Zustand ist die Streuamplitude (2a) gegeben durch: 
(1) (2) (3) 

Nach der Vorstellung der älteren Quantenstatistik verharrt der 

Oszillator im thermischen Gleichgewicht nicht in diesem Zustand, 


1) Den Thompsonschen Polarisationsfaktor (e e’) haben wir weggelassen, 
da er im folgenden belanglos ist. 

2) Wn, (x,) sind die Eigenfunktionen des linearen Oszillators, vgl. etwa: 
A.Sommerfeld, Atombau und Ergbd., 
schweig 1929, S. 23, 
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sondern wird durch die Stöße der Umgebung im Laufe der Zeit in 
alle möglichen Zustände n geworfen. Die Wahrscheinlichkeit, den 
s-ten Freiheitsgrad in einem gegebenen Zeitmoment gerade im Zu- 


stand n, mit der Energie h », (m +5) anzutreffen, ist gegeben 


durch: 
(6) 


Übernimmt man — vorbehaltlich einer näheren Rechtfertigung — 
dieses Bild einer zeitlichen Abfolge von stationären Zuständen, so 
ist die gesamte kohärente Streuintensität!) im thermischen Gleich- 
gewicht das statistische Mittel der durch (5) gegebenen Intensitdten: 

2 
Lyon. IA, 


Di, 
0 


0 


(7) > 
Jeder der drei Faktoren auf der rechten Seite von (7) kann 
nach Formel (V) des mathematischen Anhangs streng summiert 


2 


A (3) 


Ng Ng 


AY 


werden. Man findet so fiir (7): FI 


1+ 


*l—a, 


(7a) Iron, en I] 


(J, ist die Besselsche Funktion nullter Ordnung.) Die 
Wallersche Näherungsmethode liefert nur die vorstehende Ex- 
ponentialfunktion und ist also gültig nur für kleine Argumente 
von J,. Die nähere Diskussion von (7a) sei bis zur Erledigung des 
isotropen Oszillators (§ 3) zurückgestellt. 

Die Begriindung der Ansiitze (7) und (9) unter Berufung auf das der 
älteren Quantentheorie entlehnte Bild (sprunghafte Folge von stationären Zu- 
ständen) kann aber nicht als ausreichend gelten. Nach dem quantenmechanischen 
Bewegungsgesetz ist die thermische Koppelung des Oszillators vielmehr dadurch 
zum Ausdruck zu bringen, daß man als Wellenfunktion eine Entwicklung nach 
den ungestörten Eigenfunktionen 9, ins Auge faßt von der Form: 


9 


Hierin sind die Koeffizienten c(t) Funktionen der Zeit, aber im einzelnen 
ohne näheres Eingehen auf den Mechanismus der thermischen Koppelung nicht 
angebbar. Um im folgenden weiter zu kommen, genügen jedoch die plausiblen 
(and auch näher begründbaren) Annahmen: 

«) Die c(£) sind langsam veränderlich (in bezug auf eine Röntgenperiode), 

6) die c(t) sind unabhängig voneinander, 

bes y) der Mittelwert der Norm |c, |? ist im thermischen Gleichgewicht gleich 
der durch (6) gegebenen Wahrscheinlichkeit w, . 

1) Ohne Atomfaktor! 
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In einem derartig beschriebenen Zustand setzt nun die Störung durch die 
Röntgenwelle ein (t=1t,). Die Voraussetzung, welche in der Literatur zur 
Ableitung der Streumatrix (1) meist unterstellt wird, daß nämlich zu Beginn 
der Störung durch die Lichtwelle ein ganz bestimmter stationärer Zustand des 
Streuers realisiert sei, trifft hier also nicht zu: für die Berechnung der Röntgen- 
streuung nach der Diracschen Störungsmethode ist in unserem Falle vielmehr 
ein allgemeiner Anfangszustand der oben geschilderten Art zugrunde zu legen. 
Diese Rechnung vereinfacht sich aber nun wesentlich dadurch, daß man für 
die erste Näherung') die Koeffizienten c nach Voraussetzung («) als hinreichend 
konstant ansehen und durch ihre Momentanwerte c(¢,) ersetzen darf. Mittelt 
man die so erhaltene Lösung erster Näherung nachträglich über die c, unter 
Beachtung von (f) und (y), so erhält man — wie man leicht zeigt — gerade 
die Ansätze (7) und (9), die durch diese Überlegung also eine strengere Recht- 
fertigung erfahren haben. Allerdings birgt diese nachträgliche Mittelung über 
die c,, wenn man sie nicht als Scharmittel sondern als Zeitmittel eines einzelnen 
Atoms auffassen will, zunächst noch eine begriffliche Härte in sich: denn die 
ungemittelte Lösung gilt, entsprechend ihrem Charakter als erste Näherung, 
vorerst nur für kurze Zeiten; daß die Wellenfunktion des Oszillators auf die 
Dauer auch eine Störung von seiten der Röntgenwelle erfahren kann’), ist in 
der Rechnung gar nicht berücksichtigt. Unter gewissen Voraussetzungen darf 
man jedoch diese letztgenannte Störung vernachlässigen, da ihr die thermische 
Koppelung dauernd entgegenwirkt und ein übermäßiges Anwachsen der Röntgen- 
störung verhindert. So kann die obige Lösung tatsächlich für längere Zeiten 
gelten, als es in der benutzten Störungsmethode zum Ausdruck kommt. Wenn 
die Intensität (oder besser: Wechselwirkung) der primären Röntgenwelle klein 
ist im Vergleich zur thermischen Wechselwirkung — und dies ist bei den 
heute erreichbaren Röntgenintensitäten immer der Fall — kann das gemittelte 
Resultat mit größter Näherung auch als Zeitmittel für die Dauerbestrahlung 
eines einzelnen Atoms angesehen werden. Bei Kathodenstrahlen, für welche 
übrigens ein ganz ähnlicher Temperatureinfluß auf die Streuung existiert, ist 
wegen der viel größeren Wechselwirkung jene Voraussetzung nicht unbedingt 
erfüllt. 

b) Die inkohärente Streuung des Oszillators. Sie berechnet sich 
aus den Matrixelementen (2) mit ungleichen Quantenzahlen n + m, 
welche dem Übergang des Oszillators vom Zustand n = (N, , % Ms) 
in den Zustand m = (m,, m,, m,) entsprechen, und besteht aus ramani- — 
sierten Lichtquanten von der Frequenz’): 

(8) Vv=v— (9, % + 493), = 


wo mindestens einer der drei Quantensprünge g, = m,—n, von Null 


1) D.h.: bei Vernachlässigung der ,,uneigentlichen“ Streuterme in (1). 

2) Ein Maß dieser Störung ist die Zeit, innerhalb welcher ein in- 
kohärenter Streuakt fast mit Sicherheit zu erwarten ist. Durch die genannte 
Störung wird die Energie des Oszillators im Durchschnitt zu höheren Werten 
verlagert, was makroskopisch offenbar Temperaturerhöhung, bzw. Umsatz der 
Strahlungsenergie in Wärme bedeutet. 

3) Die quantenmechanischen Frequenzänderungen haben übrigens ihre 
klassische Korrespondenz, worauf schon Waller hingewiesen hat: In der 
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verschieden sein muß. Die bekannte Auswahlregel des Oszillators, 
nach welcher die Quantenzahl sich höchstens um eine Einheit 
ändern darf, ist bei Anregung durch Röntgenstrahlen durchbrochen; 
sie tritt erst in Kraft bei Wellenlängen, die groß sind gegen die 


Ausdehnung des Oszillators ( genauer: groß gegen Va): wie sich 


aus den Matrixelementen unmittelbar ergibt. 

Die Frequenzänderungen (8) sind im allgemeinen (d. h. für 
nicht extrem große Quantensprünge q,) klein gegen v. Man darf 
daher im Exponenten der Matrixelemente (3) für o, die Ver- 
einfachung (4) substituieren '). 

Die gesamte inkohärente Streuung im Wärmegleichgewicht ist 
das Mittel der Einzelintensitäten |4,|?, d.h. man multipliziert | A, „|? 
mit der Wahrscheinlichkeit des Ausgangszustands (n)*) und summiert 
über alle Ausgangs- und Endzustiinde*) (wobei die der kohärenten 
Streuung entsprechenden Glieder n = m auszuschließen sind): 


(9) In. = Ir 


(Der Strich am Summenzeichen bedeute das Verbot n = m.) 


Oder wenn man die kohärenten Glieder mitnimmt und wieder en 
zieht und schließlich in die drei Freiheitsgrade aufspaltet: 


II 11] Im 


Jede ARE unter dem ersten Produktterm gibt nach (Vla) 


Linx. 


klassischen Vorstellung besitzt die inkohärente Streuung nach Laue (a. a. O.) 
ebenfalls ein Spektrum; dieses entsteht aber durch eine Art Dopplereffekt der 
um ihre Gleichgewichtslage kreisenden Atome. Man vgl. hierzu auch das 
analoge Ergebnis bezüglich des inkohirentea Atomfaktors. 

1) Ebenso dürfen wir den Faktor »’/v in Gl. (1) der Einheit gleichsetzen. 

2) Bei Waller (a. a. O.) ist mittels der Gewichte w,, und Wn, über An- 
fangs- und Endzustand gemittelt; außerdem ist noch Gebrauch gemacht von 
der Auswahlregel des Oszillators, was nach unserer obigen Bemerkung 
nicht berechtigt ist. Mittels der Formeln (IV) und (VI) des Anhangs zeigt 
man leicht, daß eine solche Mittelung — mit oder ohne Auswahlregel — zu 
einem ganz unhaltbaren Resultat führt, z. B. zu einer Streuung, welche mit 
zunehmender Temperatur zunächst ansteigt (für festen Streuwinkel 2%), bei 
höherer Temperatur aber wieder abnimmt, u. ä. 

3) Die Summation über beliebig große Quantensprünge könnte vielleicht 
als nicht korrekt erscheinen, da wir im Exponenten der Matrixelemente die 
Frequenzänderung »’ — » als klein gegen » voraussetzten. Tatsächlich liegen die 
Verhältnisse aber so, daß die Matrixelemente für große Quantensprünge m, — n, 
sehr rasch klein werden. Mathematisch ist es jedoch bequem, die Summation 
nach m, und n, trotzdem bis ins Unendliche auszudehnen. 
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bzw. (VIb) den Faktor 1, der zweite Produktterm ist vorhin be- 
rechnet. Somit ist: 


20, r— \ 
(9a) I = 1 — | l—as J, I} 


— 


Unter Vernachlässigung der Frequenziinderungen ist also die Ge- 
samtintensität aus kohärenter und inkohärenter Intensität in jeder 
Richtung gleich 1. 

(9a) vereinfacht sich wesentlich für eine Beobachtungsrichtung 
symmetrisch zu einer der Hauptachsen x, '): Legt man den Vektor 
h = 3’ —8 in Richtung etwa der x,-Achse, so folgt [vgl. Gl. (4) ] 


0, = = 0, 
in? 4 
1 
Also reduziert sich (9a) auf die einfache Form: as 
Va 
(9b) Tink. = 1 — e Tra J, (2io, 


Dies ist eine mit sin #/A monoton von Null ansteigende Kurve. 

c) Die Intensität der einzelnen Ramanfrequenzen. Zum Quanten- 
sprung q = (4, 9,9,) [vgl. (8)] gehört, wenn die q, zunächst als positiv 
vorausgesetzt werden, die 


(10) 


A® |? 
+% 


Daraus mittels sofort: 


— 2 —— 


l+as | 
(10a) I, = (— Jy, 


Bei Einführung der in Gl. (9b) benutzten symmetrischen Beob- 
achtungsrichtung ergeben sich merkwürdige Einzelheiten. 

Die Beschränkung von (10a) auf positive q, läßt sich nach- 
träglich aufheben: Zwar hat für negatives q, (-q,=p,>®) die 
Summation in (10) zunächst andere Grenzen, nimlich: =~ 

> A” >. 


Ne, Ne — Ps | 
Ps 


hierin darf aber die untere Grenze (p,) bis zur Null herab aus- 
gedehnt werden, da alle Matrixelemente 4” für negative In- 
dizes n,,m, verschwinden, wie unmittelbar ersichtlich ist, wenn 


1) Näherungsweise kann man unter «, z. B. eine der kristallographischen 
Achsen eines rhombischen Kristalls verstehen. 
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man die A für einen Augenblick nicht mittels der Hermiteschen 
Funktionen nach (3) definiert, sondern durch die Integralausdrücke (£) 
des Anhangs. Also gilt (10) für beliebige q, und somit auch (10a), 
da (IV) auch für negative s richtig ist. Daher ist z.B. das Ver- 
hältnis der Stokesschen Intensität I; zur anti-Stokesschen „a für 


ein und dieselbe Beobachtungsrichtung gleich: I; : I, = 


also unabhängig vom Streuwinkel und der Primärfrequenz. Dieses 
Ergebnis deckt sich mit einer von Tamm!) für den optischen 
Ramaneffekt gefundenen Formel, wenngleich die auf 8.171 ge- 
machten Voraussetzungen für den optischen Fall nicht mehr un- 
eingeschränkt zutreffen. 


§ 3. Der isotrope Oszillator = », = », = »,) 

4 Der Fall der Isotropie kann nicht durch den einfachen Grenz- 
übergang », = »v, etwa aus der vorigen Formel (10a) gewonnen werden, 
sondern bedarf einer gesonderten Behandlung. Die Energieterme 

=hyn+ 
des isotropen Oszillators sind entartet?). Die im vorigen ver- 
wendeten, durch Separation nach den rechtwinkligen Koor- 
dinaten z, gewonnenen Eigenfunktionen 


=| I wh (@ 8) 


= Produkt dreier hermitescher Orthogonalfunktionen) spielen nun 
für die Streumatrix (2) keine bevorzugte Rolle mehr, da jede Linear- 
kombination unter den entarteten Eigenfunktionen wiederum Eigen- 
funktion ist. Welche Linearkombinationen aber durch die thermische 
Kopplung unabhängig voneinander zur Anregung gebracht werden [vgl. 
S. 173 Voraussetz. (#)], ist ohne näheres Eingehen auf den Störungs- 
mechanismus der thermischen Kopplung nicht zu sagen. Diese 
Schwierigkeit behebt sich, wenn man aus den obigen, zu einem 
g,fachen Eigenwert E, gehörenden gp, ein System allgemeinster Eigen- 
funktionen ®,,(v» = 1,2...g,) bildet®) durch die Linearkombination: 
In 
(11) Dur > 
1 
Die willkürlichen Koeffizienten 4 erfahren durch Normierung und 
1) I. Tamm, Ztschr. f. Phys. 60. S. 345. 1930. 
2) Wenn man, wie im folgenden, auch die „höhere“ Entartung berück- 
sichtigt, ist lediglich der Grundzustand einfach. 
3) Eine Verwechslung des ee » mit der Réntgenfrequenz 
ist wohl nicht zu befürchten. 
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Orthogonalisierung der ® lediglich die Einschränkung: 


Bedeutet A,, die Streumatrix im System der gy, wie bisher 
und (3)], so gilt für die Matrix H,,, m. im System der ®,,: 


Any, = > > A., 
und dank der Orthogonalititsrelationen fallen die A in folgenden 
Ausdrücken völlig heraus: 


a) In der Intensität, welche durch alle Übergänge zwischen 


zwei (entarteten) Termen E,—>E, entsteht: 


(12) > = 4, 


f) In der Summe aller zum gleichen Energieterm E, gehören- 
den Streuamplituden H,,,,,: 


(13) Dr = >t A. 


y) In der Ortswahrscheinlichkeit des harmonischen Oszillators 
im thermischen Gleichgewicht: 


0 


In diesen drei Fällen ist es also gleichgültig, welche Eigenfunktionen 
man zugrunde legt, wenn man nur von einem normierten Orthogonal- 
system ausgeht; die Benutzung der bisherigen Eigenfunktionen , ist 
dann also keine Einschränkung der Allgemeingültigkeit. 

Um begriffliche Härten für die Ausdrücke (12)—(14) zu vermeiden, darf 
man den Anfangszustand des Oszillators zu Beginn der Röntgenstörung nicht 
jeweils durch einen einzigen stationären Zustand ®,, repräsentieren, sondern 
muß den Störungsgleichungen einen allgemeinen, alle Eigenfunktionen um- 
fassenden Anfangszustand unterstellen, andernfalls die 4 in den Ausdrücken 
(12)—(14) nicht so ohne weiteres herausfallen. In dieser Hinsicht gewinnt die 
Auseinandersetzung über. die Berücksichtigung der thermischen Störung auf 
S. 173—174 erneut ihre Bedeutung. 

Auf Grund von (12) erhält man nun für den isotropen Oszillator 
die Gesamtintensität der Ramankomponente » = »—»,q, indem 


man die Intensitätsformel (10a) des anisotropen Oszillators über 
3 


alle (positiven und negativen) q, summiert, in die sich q = Sg, zer- 


legen läßt: 


+00 +00 
(18)1, De Dr De 


—co s=1,2,3 
+ = 9) 


(2) 
Ba 
a4 
Be: 
aa 
-: 
4 
on 
qs 
| 
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Nach dem Additionstheorem der Besselschen Funktionen!) läßt 
sich (15) aber auf die einfache Form bringen: 


Sin oT 


9 9; 
(15a) _ | 
Hierin bedeutet: 
Ferner ist die Umformung me [vgl. (6)]: 
l-a 
GS m —— = 
2 Ya 
(15a) pity sowohl fiir die Stokesschen Linien (q > 0), wie fiir die anti- 
Stokesschen (q < 0). Das Intensitätsverhältnis beider ist also wie 


l+ea 


(16) 5 = Cotg Cotg — - 


h 
früher: et?’ (Weitere Diskussion vgl. unten.) 
Für den speziellen Wert qg=0 ergibt sich aus (15a) die un- 
verschobene, kohärente Streuintensität?): id 


Sin oT 


—20? Cotg 2io? 
(15b) I,=e 27 


Die Wärmebewegung setzt also nach (15b) bzw. (7b) die ko- 
härente Streuung schon am einzelnen Atom beträchtlich herab. 
Modellmäßig liegt der Grund hierfür aber nicht in einer Atom- 
bewegung, sondern in der bekannten, der Wellenmechanik eigentüm- 
lichen „Verschmierung“ der Atomkoordinaten, welche bereits beim 
einzelnen Atom zu inneren Interferenzen führt. Dazu gibt es keine 
klassische Parallele. Zwar kennt auch die klassische Rechnung 
einen Einfluß der Wärmebewegung auf die kohärente Streuung des 
einzelnen Atoms; man erhält ihn, wenn man nach dem Vorgang von 
Laue*) die durch eine Art Dopplereffekt hervorgerufene inkohärente 


1) Veh: etwa: Courant-Hilbert, Math. Phys. 2. Aufl. S. 424. Berlin 1931. 
4sin?$ 


2) Wenn man die Frequenzänderung ges will, hat man 2 


4sin? 
zu ersetzen durch: 1+ a> + 1) . 
22 v v 


3) Hierin ist infolge der Entartung allerdings noch ein inkohärenter, 
aber primärfrequenzgleicher Anteil enthalten, der durch „Übergänge“ zwischen 
den Zuständen gleicher Energie entsteht. Ohne Willkür ist eine Trennung 
der beiden Bestandteile nicht möglich, da die kohärente Intensität für sich 
allein berechnet nicht unabhängig von den A wird, also von der ganz speziellen 
Art der thermischen Anregung abhängt. (15b) stellt also wohl die obere Grenze 


für die kohärente Streuung dar. ER 

Anm. 1, 8. 169. 
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orang abspaltet. Doch ist dieser klassische Effekt am einzelnen 
Atom bedeutend geringer als der quantenmechanische, und zwar 
hauptsächlich deshalb, weil sich klassisch die Intensitäten, quanten- 
mechanisch aber die Amplituden addieren, welche in den einzelnen 

ye Phasen des „Bahnablaufs“ gestreut werden. 

Die Besselsche Funktion J,, welche sich auch hier wiederum 
als Zusatzfaktor über die Wallersche Näherung hinaus eingestellt 
hat, kann im allgemeinen nicht vernachlässigt werden, da ihr Ar- 

gument schon für mäßige Tempera- 
turen und mittelharte Röntgenstrahlen 
Werte zwischen 0 und 10 annehmen 
kann [J, (10) = 2,7-10°!). 

; Die Gesamtstreuung ist in jeder 
- tropen Oszillators für T= © und Streurichtung o wiederum (ungefähr) 
die Streurichtung 20*=6Gin4; gleich 1; doch besitzt sie ein vom 
vgl. Gl.(15a). (Die Hohe bedeutet die Streuwinkel und der Temperatur ab- 
Intensität; die kohärente Linie ist hängiges Spektrum. In den Figg. 1a 
durch Verstärkung hervorgehoben) 
und 1b ist dieses aus (15a) fol- 
gende Spektrum der einzelnen Raman- 
linien (q) für die spezielle Temperatur 
T =O und die beiden Streuwinkel 

20? 
Sin 
erkennt, daß der Ramaneffekt im 
ry Röntgengebiet u. U. eine größere 
| Fig. 1b. nett fir T-@ Zahl von recht intensiven Ramanlinien 
und die Streurichtung 20? = Gin} umfaßt, wodurch eine Verschiebung 
ae _ des Intensitätsmaximums nach der 
elligen Seite zustande kommt. Man erkennt aber auch 
den starken Abfall für größere Quantensprünge q, so daß die 
Anm. 3, S. 175 besprochene Vernachlässigung der Frequenzänderung 


= 6, bzw. 1 aufgetragen. Man 


RR ist. Für kleine ie d. h. = zieht sich der Ramaneffekt 


zusammen!) (Fig. 1b). Die ganze Betrachtung hat aber vorwiegend 
nur theoretisches Interesse. Denn im Röntgengebiet ist praktisch 


1) Für diesen Grenzfall stimmen auch die von Laue aus dem Doppler- 
effekt abgeleiteten Ramanintensitäten näherungsweise mit (15a) überein. Es 
besteht überhaupt eine gewisse Ähnlichkeit dieser Laueschen Formeln mit 
(15a), und es ist reizvoll zu sehen, wie in der Quantenmechanik gerade im 
Entartungsfall dies alles zwangslos eine einfachere Gestalt annimmt als in der 
klassischen Rechnung, insbesondere auch beim Kristall. RER 
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wenigstens zur Zeit, vielleicht auch nie, an eine Auflösung der ein- 
zelnen Ramankomponenten oder an eine Erfassung der Linienverbrei- 
terung der Streustrahlung zu denken, da der Temperatur von Fest- 
körpern eine obere Grenze gesetzt ist und die Verbreiterung daher 
wohl immer von der natürlichen Linienbreite der Röntgenlinien über- 
troffen wird’). 

Aus (14) folgt, nebenbei bemerkt, im Verein mit Gl. (III) des Anhangs 
für die Ortswahrscheinlichkeit des isotropen Oszillators im thermischen Gleich- 
gewicht die Gauss sche Fehlerkurve: 


Dieses Resultat wurde schon früher vom Verf.?) abgeleitet mit einem etwas 
kühnen Übergang vom anisotropen zum isotropen Fall; der Übergang ist 
somit gerechtfertigt. Aber die damals allzu korrespondenzmäßig abgeleitete 
Formel für die kohärente Streuung eines einzelnen Atoms stellt sich nach der 
Diracschen Strahlungstheorie als nicht ganz zutreffend heraus; jenes Resultat 
umfaßt tatsächlich schon die Streuung eines Systems von Atomen in räumlich 
kohärenten Lagen (vgl. S. 182). Doch ist die modellmäßige Deutung, daß die 
Schwächung der kohärenten Streuung auf Interferenz an einer mit steigender 
Temperatur sich aufblähenden „Atomwolke‘“ zurückzuführen ist, im großen 
und ganzen richtig. 

Für ein Kristallmodell, in welchem die Atome dynamisch un- 
abhängig voneinander um ihre Gleichgewichtslagen schwingen, läßt 
sich der Temperaturfaktor nach den bisherigen Ergebnissen sofort 
anschreiben. Es genügt die Beschränkung auf zwei Atome (a und b), 
die verschieden stark gebunden (v,,»,) und auch nicht gleichartig 
sein mögen (Atomfaktoren F,, F,); ihre Ruhelagen seien t,°, r,° und 
die Verschiebungen u,,u,. Die Wellenfunktion des Gesamtsystems 
ist das Produkt aus den Eigenfunktionen jedes der beiden Atome: 
Y, = Pr Pn, . Die Streumatrix des Gesamtsystems lautet: 


ton = > ei k(b,ta® PAT 


= F, te) A, m. + Fr Ong me 3 


[At, A® ist die zum Atom a bzw. b gehörende Matrix von der 
Form (2).] In den Orthogonalitätrelationen d,_ kommt die selbst- 
verständliche Tatsache zum Ausdruck, daß die Ramanstreuung der 
beiden Atome unabhängig voneinander entsteht und sich inkohärent 
überlagert. Dank der ö,, läßt die Gesamtstreuung folgende Verein- 
fachung zu: 


1) Eine weitere Verbreiterung entsteht außerdem durch die inkohärente 
Streuung an den Atomelektronen, welche hier nicht ee ist. 
5 “as 2) Phys. Ztschr. 36. S. 51. 1935. 
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= 


b 2 
My A 


nb Me | 


> Wn, A, „+ konjug.) 


Für jede dieser Summen ist das Resultat nach (VIa) und (IIa) 
sofort anzugeben: 


I, = + + (FF, 22") Mo— M + konjug.) 

h 


wenn die Atome isotrop gebunden sind. Ergänzt man die in der 
Klammer zusammengefaßten Glieder zu einem Absolutquadrat, so 
ergibt sich endlich: 


19) = De + Dr, e-Ma (bra! 


Da M für „hohe“ Temperaturen in a . = iibergeht, ist 
(18) im wesentlichen das bekannte Resultat von Debye, auf tiefe 
Temperaturen erweitert. Der einzige Unterschied gegen Debye 
besteht darin, daß die diffuse Streuung ramanisiert ist, jedoch nicht 
ausschließlich: wie eine nähere Betrachtung zeigt, enthält sie auch 


noch einen Anteil von kohärenter Strahlung von der Stärke: 


iM, 


| ser 


Es bereitet nun keine weiteren mathematischen Schwierigkeiten, an 
Stelle des obigen primitiven Kristallmodells die Gitterschwingungen 
mittels ihrer Normalkoordinaten einzuführen. Die allgemeine Form 
des zu erwartenden Resultats ist ohne weiteres zu überblicken: Da 
ein Kristall von N Atomen im Raume der Normalkoordinaten formal 
einen 3N-dimensionalen Oszillator darstellt, ist für jeden Freiheits- 
grad ein zu (15b) analoger Beitrag zur kohärenten Streuung, also 
eine 3N-dimensionale Formel (7b) zu erwarten. Zufolge der hierin 
auftretenden Faktoren J, läßt sich aber vermuten, daß der Tem- 
peratureinfluß unter Berücksichtigung der Gitterdynamik zunächst 
nicht in der einfachen Form eines reinen Exponentialfaktors e~ ” 
erscheinen wird. Inwieweit sich daraus praktische Konsequenzen 
ergeben, wird in den nächsten Abschnitten klar werden. 
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§ 4. Temperatureinfluß bei einem beliebigen Festkörper 
Gegeben sei ein Festkörper mit N Atomen im thermischen 
Gleichgewicht mit seiner Umgebung. Gleiche Natur der Atome ist 
zunächst nicht vorausgesetzt, ebensowenig eine Gitterstruktur der 
Atomgleichgewichtslagen; der Körper darf also vorerst auch amorph 
sein. Die gegenseitige Kopplung der Atome berücksichtigen wir 
durch Einführung von Normalkoordinaten. 
a) Einführung von, Normalkoordinaten: 
t, = {2,y,2,} 
sei der Fahrstrahl nach der jeweiligen Lage des /-ten Atoms, 
= y,°z,°} 
sei die Gleichgewichtslage und 
t= {89,5} 
seien die Verrückungen des /-ten Atoms. Wir führen Normal- 
koordinaten p, ein durch die Substitution: 


welche die kinetische Energie L und die potentielle Energie V 
gleichzeitig in rein quadratische Formen transformiert: 


3N 
( 1 


Wegen (20) ist die Transformation von yYm, &, auf p, orthogonal 
0° 6? 0° 6° 


Die Schrödingersche Gleichung ar also in Normalkoordinaten: 


- ir 
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Sie ist separierbar in den p, und liefert für jeden Freiheitsgrad p, 
eine Hermitesche als Eigenfunktion: 


(V9. ı 


N, - Vg, 


Ein stationärer, durch den Satz der Quantenzahlen n = {n,} charak- 
terisierter Zustand x, wird dargestellt durch das Produkt: 


Die Wahrscheinlichkeit w,,, mit der die Teilbeträge E,, der Energie 
auf die einzelnen Freiheitsgrade treffen, wird auch hier durch 
Gl. (6) beschrieben. 

b) Die Streuformel. Beim System der N gekoppelten Atome 
tritt an Stelle der Matrix (2) nun der allgemeinere Ausdruck: 


N 
(22) „= [2 F, dy, dz, ---dzy. 
uv 1 


g(t,) ist die Wellenfunktion im Raume der tr, F, i 
faktor des !-ten Atoms. 
Wir transformieren (22) auf die Verriickungen’): 


N 
% 0) i ~ 

= > Fre f Pn Pu dy, 46, +++ 


und schließlich auf die Normalkoordinaten: 


(Fn Pu 4 dty = II dp, ‘an II Fm, P,}) » 


1) Zugleich werde die Frequenzänderung in den inkohiirenten Streu- 
gliedern vernachlässigt: f — = k(3’ — 3) = kb. AN 
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N 
1 s 


N 
> F, I] {f Wa, De, dp,}, 


1 8 


c) Die kohärente Stre 
Integrale in (23): 
+00 
Dann schreibt sich: 


nm 


Die kohärente Streuung lautet also: 


oo 


0 
Aus Gl. (VII) des Anhangs folgt mit der Abkürzung: 
1 +a, 


>> M,, _ M:: 

(27) Ton. => e We Il» | 29, a y 


Der Ausdruck ist die völlige Parallele zu (7b), wie zu erwarten war. 
Bis zu welchen Werten von = und T die Besselschen Funk- 


tionen J, vernachlässigt, d.h näherungsweise gleich 1 gesetzt werden 

dürfen, kann hier aber noch nicht abgeschätzt werden, da eine 

nähere Angabe über die Größe der o,, erst beim Kristall möglich ist. 

d) Die inkohärente Streuung. Die zum Satz der Quantensprünge 

iq,; gehörende Ramanintensität erhält man aus (27), indem man dort 
die zum s-ten Freiheitsgrad gehörige Funktion J, durch 

hve 

(28) e2kT 
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ersetzt (Beweis mittels Gl. IV, die man in Analogie zu VII leicht 
erweitert). 

Die gesamte inkohärente Streuung erhält man durch Summation 
der Ausdrücke (28) oder einfacher, indem man von der Gesamt- 
streuung die kohärente abzieht. Die Gesamtstreuung ist aber nach (25): 


4-3 


Die Doppelsumme unter dem Produktzeichen summiere man zu- 
nächst nach m,. Da nach den Regeln der Matrizenmultiplikation 
gilt: 


+00 
A (4' 4") pd p, 
ergibt sich durch nachfolgende Summation nach n, infolge ds) u 
jedes Produktglied in (29): 


———-( 9} — 9's)? — iv 
‘We 


Koy, Vs 1 +. 


(30) I, =>! v F, Fy ty) — — My >: 29, 


Es sei noch kurz der Einfluß einer eventuellen Entartung be- 
sprochen, die bei einem Kristall infolge der Symmetrie für gewisse 
v, eigentlich gefordert werden muß. Wie beim isotropen Oszillator 
fällt die im Entartungsfall vorhandene Unbestimmtheit der Eigen- 
funktionen heraus, da wir von einem orthogonalen und normierten 
Funktionensystem ausgehen. Es gilt also (30) auch für ein ent- 
artetes System. Bei (27) und (28).ergibt sich insofern eine Änderung, 
als für entartete Freiheitsgrade die Argumente unter den Bessel- 
schen Funktionen zu addieren sind, in völliger Parallele zum Über- 
gang von (10a) auf (15a) 


85. Temperatureinfluß beim Kristall; Kristallgitter mit Basis 
Der Zellenindex ! laufe von 1 bis N, 
der Basisindex k laufe von 1 bis n }). 
Das Kristallstück besitzt also Nn Atome und 3 Nn Freiheits- 


grade. 
An Stelle von r, des § 4 tritt jetzt: 1,’ =r — tr, 
an Stelle von u, des § 4 tritt jetzt: u,’= 1,'— 1,° 


2 


1) Eine Verwechslung mit der Wellenzahl k = =~ und der Boltzmann- 


schen Konstanten ist im folgenden wohl nicht zu befiirchten. VER 
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Eine Transformation auf Normalkoordinaten hat nach Waller!) 
die Form: 


Hierin sind P,» und Q,» die (3Nn) Normalkoordinaten. Die 
Summation nach 9 geht über den sog. halben „Phasenkubus“ und 
umfaßt N/2-Werte, die Summation nach j läuft über die zu jenem ne; 
gehörenden 3n-Werte. 

Weiter ist in den Ausdrücken des $ 4 zu ersetzen: 


o,, durch o,, 
1 
= Vm, w, *) 
wenn es von der Integration nach Q herrührt; ferner: 


k? 
M,, durch M v,7)’ 


Ik, pj 


h hv 
f= 4n? 
e 


‘Die Koeffizienten » und w haben nach Waller die Form: 
4, ;, cos (ly) — sin (lg) 


kj 


sing) + B,,,, cos (lg) 


kj 


wo & und ® nicht mehr von / abhängen. Durch hoeaplone Zu- 


sammenfassung: 


b+ iw = (A+ = Geil 
hd)? + Gm)? = |HE?= HM? + HB), 
d. h. unabhängig von |. 


=; tritt in (26) an Stelle des dortigen S»M,, jetzt: 


welche Größe nur noch vom k abhängt die 
Summation über den ganzen Phasenkubus). 


folgt sofort: 


1) L Waller, a. a. O. 


a 
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M, stimmt genau mit dem Debye-Wallerschen Exponenten 
überein. Bei der Übertragung der Formeln des § 4 ist jedoch zu 
beachten, daß die dortigen 3Nn-Eigenfrequenzen v, beim Kristall 
paarweise zusammenfallen (sie seien mit », und »,» bezeichnet): 
denn in (31) gehören die Koordinatenpaare P», Q,? jeweils zur 
gleichen Frequenz y, ; und sind also entartet. Nach der Bemerkung 
über entartete Systeme (S. 186) ist daher das Produkt TT der Gl. (27, 28) 


beim Übergang zum Kristall auf die Hälfte seiner Faktoren zu 
reduzieren, d. h. die beiden zur Frequenz y,, gehörenden Freiheits- 
grade P,r, Q,? erzeugen in diesem Produkt nur eine einzige 
Besselsche Funktion mit dem Argument: 


29. 1 —«a, V m, My; 


2Vm,m, Antv A\2kT He) 
a) Daher die kohärente Intensität eines Kristalls, der weiter 
nicht entartet ist: 


(Im Falle weiterer Entartung ist im Produktglied eine abermalige 
Reduktion der Faktoren im obigen Sinne vorzunehmen.) (32) ist 
wiederum die Parallele zu (7b) und hat äußerlich noch nicht die 
bekannte Form des Debye-Wallerschen Temperatureinflusses. Im 
Gegensatz zu (7b) sind aber jetzt die Argumente der Besselschen 
Funktionen sehr klein, wenigstens in den praktisch vorkommenden 
Fällen: Enthält ein Kristallit eine genügende Anzahl von Gitter- 
zellen, so sind nach der Gitterdynamik die Koeffizienten -"-, 
Vm Vm 
aw 
Nn 

Demgemäß sind die R prop. 1/Nn und lassen auch für höhere 
Temperaturen und höhere Ordnungen der Interferenz Ent- 
wicklung ” 


der Transformation (31) sämtlich von der Größenordnung / 
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zu, wodurch nun in (32) als Hauptteil der wohlbekannte Debye- 
Wallersche Temperaturfaktor abgespalten wird. 

Die noch verbleibende Reststreuung, welche am absoluten Null- 
punkt verschwindet, mit steigender Temperatur aber rasch zunimmt 
(relativ zur Laueintensität), zeigt folgenden Charakter: Jedes Reihen- 
glied der obigen Entwicklung liefert in jeder Interferenzordnung ein 
mehr oder weniger aufgespaltenes Triplett symmetrisch zum Laue- 
punkt; die mittlere, mit dem Lauepunkt zusammenfallende Komponente 
ist von doppelter Höhe. Durch diese dicht zusammengedrängten 
Geister!) entsteht der Anschein einer diffusen Streustrahlung [un- 
verschobener Frequenz?)], die sich jedoch in den Lauepunkten zu 
breiten, flachen Buckeln erhebt. Prinzipiell führen diese Buckel 
mit steigender Temperatur zu einer Verbreiterung der Kristall- 
interferenzen, namentlich der hohen Ordnungen. Bei nicht allzu 
kleinen Kristallen (N > 10%) wird dieser Effekt aber erst merklich 
für Temperaturen jenseits einer praktischen Realisierbarkeit oder 
für so hohe Interferenzordnungen, die aus anderen Gründen (Atom- 
faktor, Schleier) nicht mehr einwandfrei zu beobachten sind. Bei 
extrem kleinen Kristallblöcken wird andererseits eine genauere Beob- 
achtung durch die von Haus aus vorhandene Unschärfe der Maxima 
vereitelt. Entartung unter den Eigenfrequenzen vergrößert möglicher- 
weise den Anteil der diffusen Streuung: aber auch dies wird nicht 
allzu viel ausmachen, so daß wohl in allen praktischen Fällen die 
eben besprochene Verbreiterung keine wesentliche Rolle spielt. 

b) Die inkohdrente Streuung. Die durch die Quantenspriinge 


erzeugte Ramanstreuung ergibt sich aus (32), indem man die 
Besselschen Funktionen J, des betreffenden Freiheitsgrades durch 


e2kT 9) (— J, (a R) 

ersetzt und eventuell noch sin # durch den Ausdruck der Anm. 2) 
5.179. Die Kleinheit der Argumente R bewirkt beim Kristall eine 
überaus starke Bevorzugung der ganz niedrigen Quantensprünge. 
Dies erklärt, warum Laue und Waller sich auf die Übergänge 
n—>n + 1 beschränken durften. 

In dieser Näherung ist auch der Charakter der Ramanstreuung 
ähnlich der von Laue diskutierten: Jeder der Übergängen —>n +1 


1) Diese Maxima fallen in alle geradzahligen Punkte des in Anm. 1) S. 190 
erwähnten Untergitters. 

2) Aus einem mir noch unverständlichen Grunde kann aber diese un- 
verschobene Streuung nicht mit der eines anderen Kristalliten interferieren. 
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liefert in jeder Ordnung zwei scharfe Maxima’) beiderseits der Laue- 
punkte. Durch diese dicht zusammengedrängten Geister entsteht der 
Eindruck einer diffusen Streuung, welche sich in den Lauepunkten 
zu einem zwar niedrigen, aber verhältnismäßig scharfen Maximum 
erhebt mit einer leichten Betonung der langwelligen Seite. So kommt 
eine weitere Linienverbreiterung mit steigender Temperatur zustande, 
die bei größeren Kristalliten jedoch ebenfalls praktisch fast un- 
merklich bleibt. 

Wie schon Laue bemerkt hat, besitzt jedes Ramanmaximum 
(sowie auch die vorhin besprochenen Maxima) seinen besonderen 
Strukturfaktor. Demnach ist es nicht ganz ausgeschlossen, daß die 
schwachen Buckel der Streustrahlung doch der Beobachtung zu- 
gänglich sind, nämlich dort, wo die Laueinterferenzen aus strukturellen 
Gründen ausgelöscht sind’). 

c) Die Gesamtstreuung. Unter Vernachlässigung der Frequenz- 
änderung der Ramanstreuung erhält man nach (30) für die Ge- 
samtstreuung: 


1 


NI > F. (9% M;, My 


-@ k k 
Dies ist überraschenderweise derselbe Ausdruck, den Waller aus 
der alten Quantenstatistik erhalten hatte, mit dem (belanglosen) 
Unterschied, daß er dort (bei tiefer Temperatur) eine Näherungs- 
formel darstellt, während er hier völlig in Strenge gilt und das 
Maximum dessen gibt, was sich an Streuung aus einer quadratischen 
potentiellen Energie überhaupt erholen läßt. Sollte daher jene schon 
erwähnte Diskrepanz an NaCl nicht eine einmalige und anderweitig 
erklärbare Erscheinung sein, so müßte man auch vom quantenmecha- 
nischen Standpunkt eine anharmonische Bindung in Betracht ziehen, 
wenigstens für höhere Temperaturen. Aus (33) haben Faxén und 


1) Die Lage derselben überblickt man leicht in der Ewaldschen Kon- 
struktion am reziproken Gitter (b): für die Ramanmaxima liegen die 
Vektoren f— f auf einem Untergitter von der Maschenweite 


(pp 1,2--- 


b; 
N; Pi 


Dieses Untergitter wird bekanntlich durch die Ausbreitungsvektoren der 
elastischen Wellen des Kristalls ausgespannt. 

2) Es kommen dabei aber nur solche Ausléschungen in Betracht, welche 
durch die Basisgruppe bedingt sind, und nicht jene, die durch Ubergang zu 
einer geeigneten Translationsgruppe wegtransformiert werden können (wie z. B. 
beim flächenzentrierten Gitter). Sollte die wiederholt beobachtete Reflexion (222) 
an Diamant einen derartigen Ursprung haben? 


ae 
= 
4 
a 
== 
af 
3 
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Waller den Charakter der diffusen Streustrahlung diskutiert; in 
der Aufteilung dieser Streustrahlung in einen unverschobenen und 
ramanisierten Anteil!) geht die vorliegende Untersuchung über jene 
Ergebnisse hinaus. Da aber weder die Ramanisierung, noch die 
dadurch bedingte Änderung des geometrischen Interferenzbildes 
einer Beobachtung zugänglich sein wird, bleiben die Waller- 
Faxénschen Ergebnisse für die Praxis zu Recht bestehen. 


Mathematischer Anhang 


N, Nm 


wobei: e ee H,,(§ = Hermitesche Orthogonalfunktion, 
N,= V 2"n! Va. 


Ferner sei abkiirzend bezeichnet: 


- 


b) Unter zweimaliger Verwendung der bekannten Integraldarstellung der 
Hermiteschen Polynome in der komplexen Ebene’); 
- 


n! e 
H, (§) = du 


(C: ein beliebiger Schleifenweg um den Nullpunkt u = 0) 


folgt für (a) nach Umformung des Exponenten’): 


+ co 

— 0? 2u(io+v) 2iov 

4. : . d& du dv 

Anm = . 
N, N. (22 4)? 


Die Integration nach & liefert den festen Wert 1, sodann ergibt die Inte- 


. 2° (io +v" 


gration nach « zufolge des Residuensatzes: 2 ri = ‚sodaßverbleibt: 


_ Vam! (Ge +)” 2:00 
N,, (229 ymti 
Vx m! 2” e~* $ Go)" "(1 + 


2ni m+i1 
N, N. 2%1 


Zz 


Das letzte Integral ist entstanden durch die Transformation: v = ioz. 


1) Von den Wallerschen Reihengliedern 7, [vg]. Diss. Uppsala, Formel (52’)) 
ist 7, und ein Teil von 7, der Ramanstreuung (5), der Rest der unverschobenen 
Streuung (a) zuzuordnen. 

a; Vgl. Courant-Hilbert, Mathem. Physik, 2. Aufl. Berlin 1931, S. 440. 
_ 3) Vgl. auch H. Ott, Phys. Ztschr. 36. S. 51. 1935. u 
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c) Für n= m erhält man aus (0) die komplexe Integraldarstellung der 
Laguerreschen 
20°51 


(I) = ; — -dz=e 


9 
ae?) 


(ID 


oder, wenn w, ” eingeführt wird [vgl. Gl. (6) des Textes]: 
21 +a 


l-a 


(IL a) Ann = e 


Vv 
e) Mit der Abkiirzung: 


co 

N, 
0 


[wellenmechanische Dichte des linearen Oszillators im thermischen Gleichgewicht, 
vgl. Gl. (14) des Textes] 


+ co „ira 


 fetwane 


Also folgt aus Fourierschen Reziprozitätsformeln ®) 
+0 2ita 


ER 
(II) e(d) = do = Vi: 


(Quadratsumme der Hermiteschen Orthogonalfunktionen). 
f) Aus (0) ergibt sich durch Vertauschung von n mit m für den kon- 
jugiert komplexen Wert von 4,,,: 

Dabei haben wir den Integrationsweg wieder TE d. h. wieder links- 
läufig gemacht unter Änderung des Vorzeichens vor dem Integral; für z ist 
die Variable w gesetzt. Berücksichtigt man die aus («) ohne weiteres ersicht- 
liche Beziehung A,,, = Ann, so läßt sich (# unter Benutzung von (ö) und (e) 


schreiben: 
221i)? w™ zm 


dz w 


1) Courant-Hilbert, a.2.0. 8.441. 
2) Courant-Hilbert, 2.0.8.9. 
3) Courant-Hilbert, a.a. O. S. 68. 


ı eich (IIa) schreiben: 


dw. 
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nehmen: s > 0; führt man nun in ({) die Transformation z = 


w= = aus, so findet man: 
1-v 
1 = 20% 
du 
u v 
Die soeben eingefiihrte Transformation cs “ pildet ab: 
z=0 in = 0 w=0 in v=0 
z= oin u=1 w=Oin v=l. 


Die Integrationswege in der u- und v-Ebene umschlingen also den Nullpunkt, 
schließen aber die Punkte v= 1 und v = 1 aus. Wir dürfen daher in beiden 
Ebenen als Integrationsweg einen Kreis innerhalb des Einheitskreises wählen: 


Bildet man nun: Ser, x n,n +e? 80 darf unter dem Integral nach n summiert 


0 
werden, da man — falls |a| =e <1 ist — den Radius der Integrationswege 


und somit > die gleich- 


immer so wählen kann, daß 


m uv 


darstellt. Also: 


mäßig konvergente geometrische Reihe ss 


uv 


Y (—.1)° 
> a” = 


0 (»-<)wa-» 


s+1 


Da der Integrationsweg in der v-Ebene nur den singulären Punkt v = — 


umschlingt, folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz: 


7 2ni w(1-#)' s+1 u 
u 


wo der Integrationsweg den singulären Punkt u = a einschließt, u = 1 aber 
ausschließt. Eine neue Veränderliche ¢, eingeführt durch: 


3 
u 
v ) 
I-o 
ate 
so 
| 
l+u 1+v = 
u se: 
Ad 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 23. 1935 2 


2ni .a?ı — a) 
2 
Hier wird der Nullpunkt umschlungen; mit a = nr erkennt man in 
diesem Integral sofort die Integraldarstellung der Besselschen Funktion) ./, (i 2), 
so daß man hat: 


oo 


(IV) > d, (tz). 
0 


(l-—aa? 
Als Spezialfall (s = 0) folgt: 

oo 

0 0 
[Wenn man die allgemeinere Formel (IV) nicht benötigt, läßt sich (V) natürlich 
auch etwas kürzer ableiten.] 

Aus (I) und (V) gewinnen wir die manchmal brauchbare Identität 
[Quadratsumme der Laguerrschen Orthogonalfunktionen, vgl. auch (IID]: 


n! 


(Va) 


g) Mit dem Ausdruck (£) für J,,, bilden wir ferner: 


ES Ben 


m 


Lassen wir hierin z auf einem festen Kreis um den Nullpunkt sles so ist 
für w immer ein solcher Kreis um den Nullpunkt möglich, daß 
ja} ll +2] 
| 
Wir haben dann unter dem Integral die geometrische Reihe 


<1 (a: beliebig, aber endlich). 


oo 


l+z\n 1 
0 l+a 


w 


und somit: 


nm fw +a(l + 2)}2” 


0 
Die Integration nach w ermöglicht der Cauchy sche Integralsatz, da w= —a(1 +z) 
ein innerer Punkt ist: 


1 f(- +9)” de 
2 


1) Courant-Hilbert, a.a. O. S. 414. 


ergibt: 
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Der Integrationsweg darf nun wieder auf einen beliebig großen Kreis um 
z = 0 ausgedehnt werden, da der Integrand mit Ausnahme der Punkte z = 0, © 
regulär ist; jedenfalls kann z so groß gemacht werden, daß 


wenn a|<1 


ist. Die Summation nach m liefert neuerdings eine geometrische Reihe: 
1 z 1 


l-a(l+z) 


also: 
e~ 20° (L—a)(1 + 2) 


Dieses or wird ebenfalls durch den Cauchyschen Free integriert, 
Man findet: 


dr=-— Fer vom Integrationsweg eingeschlossen ist. 


a 
1 — 20? 


(vn 


0 


> 7 Se Y 
m 


und somit: 
(VI a) > = 


n 


m = (An m 4, a) = nm A, n 


1-al- — 


n a 
AR wo 


| 
zer 
der Matrizenmultiplikation, da : 
VIb) 
{ ) 
of N, 
| 
h) Zum Schluß berechnen wir noch die in Gl. (26) des Textes benötigte 3 ieee 
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Wir gehen aus von der erzeugenden Funktion der Laguerreschen 
Polynome: 
t” L, (2 0°) 
n! 
eine innerhalb des Einheitskreises |¢| < 1 konvergierende Reihe. Ersetzen wir 


hierin ¢ durch «/t und o durch o’, so erhalten wir die für |¢| >a konver- 
gierende Reihe: 


Ist «e<s<1l, so haben beide Reihen das Ringgebiet |a|<|¢|<1 zum 
gemeinsamen Konvergenzbereich. Unter dieser liefert Multi- 
plikation beider Reihen und Integration im Ringgebiet: _ 3 


ni 


Ly (2 6°) L, (2 0? 


n! n! 


Durch die Transformation : = = pz, = : 


1 de 
(l — a)( — 1) 


= *) geht das Integral iiber in: 


Für den Integrationsweg können wir einen Kreis um den singulären Punkt z= 1 
=a) wählen; mit z = 1 — Fr erhält man weiter: 


l+a 
‚a 
1-a 


Das Integral ist aber die Besselsche Funktion J, (iq). Also hat sich ergeben: 
2 
0 


2 / 
7 


l+a 
— (8 + 0) 2 
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